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Beton jest materiatem kruchym silnie niejednorodnym i nie-
liniowym ze wzgledu na proces jego pgkania w trakcie obcigze-
nia. Opis jego zachowania z uwzgl¢dnieniem tego procesu jest
szczegoblnie trudny w warunkach mieszanego rodzaju zniszcze-
nia, gdzie ma miejsce ciagly obrét kierunkéw gldwnych napre-
zenia, a rysy moga by¢ silnie zakrzywione.

Celem artykutu jest analiza numeryczna quasi-statycznego
laboratoryjnego badania Nooru-Mohameda [11] w warunkach
mieszanego rodzaju zniszczenia (Scinanie-rozcigganie), stosujac

dwa rozne podejscia w ramach mechaniki o§rodkow ciaghych:
ciggte 1 nieciagte [14]. Doswiadczalne badanie jest wzorcowe
i stosowane najczeséciej do weryfikacji praw konstytutywnych
opisujacych zachowanie si¢ betonu [1, 2, 5, 6]. Do opisu betonu
zastosowano dwa ciggte modele konstytutywne: sprezysto-pla-
styczny oraz z degradacja sztywnosci, rozszerzone o dtugosé
charakterystyczng mikrostruktury w ramach teorii nielokalnej
do opisu lokalizacji odksztatcen oraz podejscie nieciagte XFEM
do opisu rys dyskretnych.
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MODELE NUMERYCZNE NIEZBROJONEGO BETONU

W sprezysto-plastycznym modelu konstytutywnym przyje-
to niestowarzyszone kryterium wytrzymatosciowe Druckera-
-Pragera w $ciskaniu z izotropowym wzmocnieniem i ostabie-
niem oraz stowarzyszone kryterium Rankine’a w rozcigganiu
z izotropowym ostabieniem opisanym funkcja ekspotencjalng
[14]. Model wymaga dwoch statych sprezystych: modutu spre-
zystosci E 1 liczby Poissona v, dwoch statych plastycznych:
kata tarcia wewnetrznego i kata dylatancji oraz funkcji ewolucji
granicy plastycznos$ci (wzmocnienie i ostabienie) w $ciskaniu
i funkcji ewolucji granicy plastycznosci (ostabienie) w rozcia-
ganiu.

Do modelu konstytutywnego z degradacja sztywnosci opi-
sanego jednym parametrem skalarnym [14] zastosowano trzy
rozne definicje miary odksztatcenia: Rankine’a [9], von Misesa
[4] oraz HauPlera-Combe i Prochtela [7]. Model z miarg od-
ksztalcenia Rankine’a [9] wymaga pigciu statych materiato-
wych: E, v, k, (poczatkowa warto$¢ progu zniszczenia), . oraz
B (parametry opisujace ostabienie materiatu). Model z miara
odksztatcenia von Misesa [4] wymaga szeSciu statych mate-
riatowych: E, v, k (stosunek miedzy wytrzymatoscia betonu
w jednoosiowym $ciskaniu a wytrzymatosciag w jednoosiowym
rozcigganiu), k,, o 1 B . Z kolei model z miarg odksztatcenia
Héauplera-Combe i1 Prochtela [7] wymaga dziewigciu statych:
E, v, Ky O B oraz o, O, O, i v do zdefiniowana miary od-
ksztatcenia wedlug kryterium wytrzymato§ciowego Hsieh-
-Ting-Chena [8] dla betonu.

Wszystkie modele konstytutywne rozszerzono o dtugos¢
charakterystyczng mikrostruktury w ramach teorii nielokalnej
[12] w celu poprawnego odwzorowania szerokosci stref loka-
lizacji i ich rozstawu oraz uzyskania wynikéw niezaleznych
od siatki MES [14]. Dlugo$¢ charakterystyczng wyznaczono
na podstawie doswiadczen na elementach betonowych pod
obcigzeniem z uzyciem metody cyfrowej korelacji obrazu
[13].

W metodzie XFEM zaklada sig, ze pole przemieszczen jest
nieciggte w rysie. Metoda jest oparta na tzw. koncepcie PUM
wedlug Melenka i Babuski [10], ktory umozliwia dodanie do-
datkowych sktadnikow opisujacych skok przemieszczen wzdtuz
nieciggtosci do standardowej interpolacji pola przemieszczen
w MES. W metodzie XFEM rysy moga propagowac przez ele-
menty [16]. Do opisu rys dyskretnych zastosowano podejscie
zaproponowane przez Wellsa i Sluysa [15]. W obszarze bez
rys przyjeto liniowo-sprezysta zalezno§¢ betonu. Wzdhuz nie-
cigglosci przyjeto nieliniowg ekspotencjalng funkcje ostabienia
dla normalnego sktadnika sity brzegowej i liniowg zalezno$§¢
migdzy skokiem przemieszczen a stycznym skladnikiem sity
brzegowej. Model wymaga zdefiniowania statych sprezystych:
E i v oraz wytrzymatosci na rozcigganie f, energii pekania G,
wspotczynnika ostabienia d; i sztywnosci stycznej T¢ [3]. Do
aktywacji rys przyjeto warunek Rankine’a; kierunek rys zde-
finiowano prostopadle do kierunku maksymalnego napreze-
nia glownego w wierzchotku rysy (obliczonego na podstawie
usrednionych naprezen z obszaru okre§lonego przez dlugosé
usrednienia | ).
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Rys. 1. Laboratoryjne wzorcowe badanie Nooru-Mohameda [11]
geometria i warunki brzegowe

DOSWIADCZENIA NOORU-MOHAMEDA

Wzorcowe doswiadczenia Nooru-Mohameda [11] wykona-
no do elementu betonowego z dwoma nacigciami, stosujac roz-
ne kombinacje obciazenia/przemieszczenia stycznego i rozcig-
gajacego. Dlugos¢ i wysoko$¢ najwiekszego elementu wynosita
200 mm (grubo$¢ 50 mm) (rys. 1). Dwa nacigcia o wymiarach
25 x 5 mm?znajdowaty si¢ w $rodku krawedzi pionowych. W do-
$wiadczeniach analizowano wiele réznych sposobow obcigzenia.
W obliczeniach przedstawionych w artykule symulowano tzw.
$ciezke obcigzenia ,4°, gdzie przylozono najpierw pozioma sile
scinajgca P, (pionowa sita P = 0). Nastepnie sita P_ byta stafa,
a przylozono pionowe przemieszczenie rozciggajace A. Zastoso-
wano trzy rézne maksymalne poziome sily $cinajgce: P, = 5 kN
(Sciezka ,4a’), P_= 10 kN ($ciezka ,4b’) i P, = 27,5 kN ($ciezka
,4¢”). W doswiadczeniach otrzymano dwie zakrzywione rysy
w zaleznosci od sity P_ (rys. 2). Pionowa odlegltos¢ pomigdzy
poziomg linig taczaca nacigcia a najbardziej odleglym punktem
w linii rys (nazwana wysokoscig rysy h ) byta réwna dla kaz-
dej sity (warto$¢ §rednia z 4 rys): 1,5 cm (zakres 1,1 + 2,0 cm),
3,5 cm (zakres 2,7 + 4,3 cm) i 5,3 cm (zakres 4,3 + 6,5 cm) dla
sity $cinajacej P, rownej odpowiednio 5 kN, 10 kN i 27,5 kN.
We wszystkich obliczeniach numerycznych przyjeto ptaski stan
naprezenia ze statymi sprezystymi: E=32,8 GPaiv=0,2. Pozo-
stale stale materiatowe przyj¢to w taki sposob, aby otrzymac jak
najlepsza zgodno$¢ wykresu sita — przemieszczenie z doswiad-
czeniami. Zastosowano dwie siatki elementow skonczonych:
z 33832 elementami trojkatnymi trzyweztowymi oraz z 16825
elementami czworokatnymi. Maksymalny wymiar elementow
nie byt wigkszy niz 1,5 mm. Dlugos¢ charakterystyczna byta
rowna | =2 mm [13], a parametr nielokalnosci m = 2 [14].
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Rys. 2. Laboratoryjne badanie Nooru-Mohameda [11],
zakrzywione rysy przy roznych $ciezkach obciazenia
w zalezno$ci od poziome;j sily $cinajacej: a) ,4a’, b) ,4b’ic) ,4c’

WYNIKI NUMERYCZNE BETONU
Model sprezysto-plastyczny

Wstepne wyniki wykazaty, ze warunek wytrzymato$ciowy
Druckera-Pragera nie miat wptywu na wyniki. Przy kryterium
wytrzymato§ciowym Rankine’a, wytrzymato$¢ betonu na roz-
cigganie byta rowna f = 2,3 MPa, a graniczna warto$¢ parame-
tru odksztatcenia w ostabieniu k, = 0,004. Otrzymane wyniki
pokazano na rys. 3 (rysy pokazano na podstawie nielokalnego
parametru ostabienia). W przebiegu pionowej sity w funkcji
pionowego przemieszczenia P = f(8) (8 — pionowe przemiesz-
czenie pomierzone wewnatrz elementu betonowego w obszarze
rys [11]) uzyskano bardzo dobra zgodno$¢ z doswiadczeniami
przy poziomych sifach $cinajacych P, =5 kN i P, =10 kN. Roz-
nice wystgpily przy maksymalnej sile $cinajacej P, = 23,5 kN
(mniejszej niz w doswiadczeniu P_ = 27,5 kN), cho¢ poprawnie
odwzorowano $ciskajacy charakter sity pionowej pod obcigze-
niem rozciggajacym. Ksztalt lokalizacji odksztatcen (rys) takze
odwzorowano prawidtowo. Ich wysokos$¢ h_byta réwna 2,2 cm,

3,3 cmi 5,2 cm przy matej, Sredniej i duzej poziomej sile $cina-
jacej P (wartos¢ zblizona jak w doswiadczeniach przy Sredniej
(3,5 cm) 1 duzej (5,3 cm) sile $cinajacej i zbyt duza (1,5 cm) przy
matej sile Scinajgcej P,).

Model z degradacjg sztywnosci

Przyjeto nastepujace wartosci statych materiatlowych w ob-
liczeniach z miarg odksztatcen von Misesa [4]: 1, = 7 x 107,
o =0,92, B =250 ik =10. Uzyskano bardzo dobrg zgodnos¢
stycznej sity 5 kN i 10 kN (rys. 4). Przy maksymalne;j sile $ci-
najacej rownej 29 kN (wyzszej niz w do§wiadczeniu) wystapity
pewne roznice. Minimalna sita pionowa byta rowna -4,66 kN,
podczas gdy w doswiadczeniu wynosila -1,51 kN, jednak
uchwycono $ciskajacy charakter sity pionowej. Rysy byty ogdl-
nie zbyt wygiete: h_=2,4 cm, h =3,8 cmih_=6,1 cm (rys. 4).

Z rys. 5 wynika, ze w obliczeniach MES z miarg odksztat-
cenia Rankine’a [9] (1, = 6,5%107, a. = 0.92, = 200) powstaje
tylko jedna strefa lokalizacji odksztatcen dla matej i $redniej sity
$cinajacej oraz ma miejsce nagly spadek sily pionowej po osia-
gni¢ciu maksymalnej wartosci. Jedynie przy duzej sile $cinaja-
cej powstaly dwie strefy lokalizacji odksztatcen.

W obliczeniach MES z miarg odksztatcenia Hauflera-Com-
be-Prochtela [7] przyjeto nastgpujgce parametry: o, = 0,08,
a,=1,16, a,=2,0and y = 0,2, ;= 6,0x107, o0 = 0,92 i = 200
(rys. 6). Otrzymano podobne wyniki jak przy mierze odksztal-
cenia wedlug Rankine’a (rys. 5). Przy P, = 5 kN otrzymano tyl-
ko jedna strefe lokalizacji odksztatcen, a krotko po osiagnigciu
maksymalnej warto$ci wystapily problemy z uzyskaniem zbiez-
nosci. Przy wigkszych poziomych sitach $cinajacych powstaty
juz dwie strefy lokalizacji. Wysoko$¢ rys h_byta réwna 2,2 cm
oraz 3,6 cm przy $redniej i duzej sile Scinajacej P_.

Metoda XFEM

Przyjeto nastepujace parametry: f = 2,3 MPa (wytrzyma-
to$¢ na rozcigganie), G, = 75 N/m (energia pekania), | = 5 mm
(dtugos¢ usrednienia) i T, = 0. Uzyskano bardzo dobrg zgodnos¢
przebiegu sity w funkcji przemieszczenia przy sitach Scinaja-
cych P, =5 kN i P_= 10 kN (rys. 7a). Przy maksymalnej si-
leP, = 25,5 kN (mniejszej niz w doswiadczeniu) wystapily juz
jednak duze roznice: minimalna sita wynosita -0,92 kN (war-
tos¢ doswiadczalna -1,51 kN), otrzymano dwa lokalne minima
oraz ponowne wzmocnienie na wykresie sita — przemieszczenie.
We wszystkich przypadkach otrzymano dwie rysy o wysokosci
h: 3,1 cm, 4,6 cm i 7,4 cm przy sile Scinajagcej 5 kN, 10 kN
i 25,5 kN (rys. 7b), Wszystkie rysy byly za bardzo zakrzywio-
ne (ich wysokos¢ byta nawet wyzsza niz maksymalne wartosci
doswiadczalne). Zmiana energii pekania wptyneta tylko w nie-
wielkim stopniu na warto$ci h..

WNIOSKI

Sprezysto-plastyczny model konstytutywny betonu z kryte-
rium wytrzymatosciowym Rankine’a rozszerzony o dtugos¢ cha-
rakterystyczng mikrostruktury okazat si¢ najbardziej odpowiedni
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Rys. 3. Wyniki numeryczne MES do rozszerzonego sprezysto-plastycznego modelu konstytutywnego z kryterium wytrzymatosciowym Rankine’a: A) obliczone
i doswiadczalne krzywe sita — przemieszczenie P = f(3) oraz B) obliczona geometria lokalizacji odksztalcen przy sile scinajgcej P : (a) 5 kN, (b) 10 kNi (c) 23,5 kN
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Rys. 4. Wyniki MES modelu z degradacja sztywnosci i miarg odksztatcenia von Misesa [4]: A) obliczone i do§wiadczalne krzywe sita-przemieszczenie P = f(3)
oraz B) obliczona geometria lokalizacji odksztatcen przy poziome; sile $cinajacej P: (a) S kN, (b) 10 kN i (¢) 29 kN
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Rys. 5. Wyniki MES modelu z degradacja sztywnosci i miara odksztalcenia Rankine’a [9]: A) obliczone i doswiadczalne krzywe sita-przemieszczenie P = f(3)
oraz B) obliczona geometria lokalizacji odksztalcen przy poziome; sile Scinajacej P.: (a) 5 kN, (b) 10 kN i (¢) 20,5 kN
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Rys. 6. Wyniki MES modelu z degradacja sztywnosci i miarg odksztatcenia Haublera-Combe-Prochtela [7]: A) obliczone i doswiadczalne krzywe sita — przemiesz-
czenie P = f(8) oraz B) obliczona geometria lokalizacji odksztatcen przy sile Scinajacej P: a) 5 kN, b) 10 kN ic) 19 kN
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Rys. 7. Numeryczne wyniki przy zastosowaniu XFEM: A) obliczone i doswiadczalne krzywe sita — przemieszczenie P = f(3)
oraz B) obliczona geometria rys przy poziome;j sile $cinajacej P a) 5 kN, b) 10 kN i ¢) 25,5 kN

do opisu doswiadczalnej geometrii rys. Wyniki otrzymane z przy-
jeciarozszerzonego modelu konstytutywnego z degradacja sztyw-
nosci zalezaly w duzym stopniu od przyjetej miary odksztalcenia.
Realistyczne trajektorie rys do$wiadczalnych obliczono, stosujac
jedynie miar¢ odksztalcenia von Misesa.

Wszystkie modele ciggle betonu zdolne odwzorowaé geo-
metri¢ rys w doswiadczeniach wilasciwie opisaty takze ewolucje
sily pionowej w funkcji pionowego przemieszczenia. Zgodnosé
wynikow MES byta bardzo dobra przy malej i Sredniej poziome;j
sile Scinajacej oraz umiarkowana przy duzej sile Scinajacej (gdzie
odwzorowano takze $ciskajaca charakterystyke silty pionowej).

Ksztatt obliczonych dyskretnych rys w betonie na podsta-
wie metody XFEM byt zgodny z wynikami do$wiadczalnymi.
Obliczone rysy byty jednak zbyt zakrzywione. Dobra zgodno$¢
przebiegu sity pionowej w funkcji pionowego przemieszczenia
uzyskano przy malej i $redniej poziomej sile $cinajacej. Przy
duzej poziomej sile §cinajacej wtasciwie odwzorowano jedynie
Sciskajacy charakter sity pionowej.
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