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Beton jest materiałem kruchym silnie niejednorodnym i nie-
liniowym ze względu na proces jego pękania w trakcie obciąże-
nia. Opis jego zachowania z uwzględnieniem tego procesu jest 
szczególnie trudny w warunkach mieszanego rodzaju zniszcze-
nia, gdzie ma miejsce ciągły obrót kierunków głównych naprę-
żenia, a rysy mogą być silnie zakrzywione.

Celem artykułu jest analiza numeryczna quasi-statycznego 
laboratoryjnego badania Nooru-Mohameda  [11] w warunkach 
mieszanego rodzaju zniszczenia (ścinanie-rozciąganie), stosując 

dwa różne podejścia w ramach mechaniki ośrodków ciągłych: 
ciągłe i nieciągłe [14]. Doświadczalne badanie jest wzorcowe 
i stosowane najczęściej do weryfikacji praw konstytutywnych 
opisujących zachowanie się betonu [1, 2, 5, 6]. Do opisu betonu 
zastosowano dwa ciągłe modele konstytutywne: sprężysto-pla-
styczny oraz z  degradacją sztywności, rozszerzone o długość 
charakterystyczną mikrostruktury w ramach teorii nielokalnej 
do opisu lokalizacji odkształceń oraz podejście nieciągłe XFEM 
do opisu rys dyskretnych.
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MODELE NUMERYCZNE NIEZBROJONEGO BETONU

W sprężysto-plastycznym modelu konstytutywnym przyję-
to niestowarzyszone kryterium wytrzymałościowe Druckera-
-Pragera w ściskaniu z izotropowym wzmocnieniem i osłabie-
niem oraz stowarzyszone kryterium Rankine’a w rozciąganiu 
z izotropowym osłabieniem opisanym funkcją ekspotencjalną 
[14]. Model wymaga dwóch stałych sprężystych: modułu sprę-
żystości E i liczby Poissona ν, dwóch stałych plastycznych: 
kąta tarcia wewnętrznego i kąta dylatancji oraz funkcji ewolucji 
granicy plastyczności (wzmocnienie i osłabienie) w ściskaniu 
i funkcji ewolucji granicy plastyczności (osłabienie) w rozcią-
ganiu.

Do modelu konstytutywnego z degradacją sztywności opi-
sanego jednym parametrem skalarnym [14] zastosowano trzy 
różne definicje miary odkształcenia: Rankine’a [9], von Misesa 
[4] oraz Häublera-Combe i Pröchtela [7]. Model z miarą od-
kształcenia Rankine’a [9] wymaga pięciu stałych materiało-
wych: E, ν, k0 (początkowa wartość progu zniszczenia), a oraz 
b (parametry opisujące osłabienie materiału). Model z miarą 
odkształcenia von Misesa [4] wymaga sześciu stałych mate-
riałowych: E, ν, k (stosunek między wytrzymałością betonu 
w jednoosiowym ściskaniu a wytrzymałością w jednoosiowym 
rozciąganiu), k0, a i b . Z kolei model z miarą odkształcenia 
Häublera-Combe i Pröchtela [7] wymaga dziewięciu stałych: 
E, n, k0, a, b oraz a1, a2, a3 i g do zdefiniowana miary od-
kształcenia według kryterium wytrzymałościowego Hsieh-
-Ting-Chena [8] dla betonu.

Wszystkie modele konstytutywne rozszerzono o długość 
charakterystyczną mikrostruktury w ramach teorii nielokalnej 
[12] w celu poprawnego odwzorowania szerokości stref loka-
lizacji i ich rozstawu oraz uzyskania wyników niezależnych 
od siatki MES [14]. Długość charakterystyczną wyznaczono 
na podstawie doświadczeń na elementach betonowych pod 
obciążeniem z użyciem metody cyfrowej korelacji obrazu 
[13].

W metodzie XFEM zakłada się, że pole przemieszczeń jest 
nieciągłe w rysie. Metoda jest oparta na tzw. koncepcie PUM 
według Melenka i Babuški [10], który umożliwia dodanie do-
datkowych składników opisujących skok przemieszczeń wzdłuż 
nieciągłości do standardowej interpolacji pola przemieszczeń 
w MES. W metodzie XFEM rysy mogą propagować przez ele-
menty [16]. Do opisu rys dyskretnych zastosowano podejście 
zaproponowane przez Wellsa i Sluysa [15]. W obszarze bez 
rys przyjęto liniowo-sprężystą zależność betonu. Wzdłuż nie-
ciągłości przyjęto nieliniową ekspotencjalną funkcję osłabienia 
dla normalnego składnika siły brzegowej i liniową zależność 
między skokiem przemieszczeń a stycznym składnikiem siły 
brzegowej. Model wymaga zdefiniowania stałych sprężystych: 
E i v oraz wytrzymałości na rozciąganie ft, energii pękania Gf, 
współczynnika osłabienia df i sztywności stycznej TS [3]. Do 
aktywacji rys przyjęto warunek Rankine’a; kierunek rys zde-
finiowano prostopadle do kierunku maksymalnego napręże-
nia głównego w wierzchołku rysy (obliczonego na podstawie 
uśrednionych naprężeń z obszaru określonego przez długość 
uśrednienia lav).

Rys. 1. Laboratoryjne wzorcowe badanie Nooru-Mohameda [11]
geometria i warunki brzegowe

DOŚWIADCZENIA NOORU-MOHAMEDA

Wzorcowe doświadczenia Nooru-Mohameda [11] wykona-
no do elementu betonowego z dwoma nacięciami, stosując róż-
ne kombinacje obciążenia/przemieszczenia stycznego i rozcią-
gającego. Długość i wysokość największego elementu wynosiła 
200 mm (grubość 50 mm) (rys. 1). Dwa nacięcia o wymiarach 
25 × 5 mm2 znajdowały się w środku krawędzi pionowych. W do-
świadczeniach analizowano wiele różnych sposobów obciążenia. 
W obliczeniach przedstawionych w artykule symulowano tzw. 
ścieżkę obciążenia ‚4’, gdzie przyłożono najpierw poziomą siłę 
ścinającą Ps (pionowa siła P = 0). Następnie siła Ps była stała, 
a przyłożono pionowe przemieszczenie rozciągające D. Zastoso-
wano trzy różne maksymalne poziome siły ścinające: Ps = 5 kN 
(ścieżka ‚4a’), Ps = 10 kN (ścieżka ‚4b’) i Ps = 27,5 kN (ścieżka 
‚4c’). W doświadczeniach otrzymano dwie zakrzywione rysy 
w zależności od siły Ps (rys. 2). Pionowa odległość pomiędzy 
poziomą linią łączącą nacięcia a najbardziej odległym punktem 
w linii rys (nazwana wysokością rysy hc) była równa dla każ-
dej siły (wartość średnia z 4 rys): 1,5 cm (zakres 1,1 ÷ 2,0 cm), 
3,5 cm (zakres 2,7 ÷ 4,3 cm) i 5,3 cm (zakres 4,3 ÷ 6,5 cm) dla 
siły ścinającej Ps równej odpowiednio 5 kN, 10 kN i 27,5 kN. 
We wszystkich obliczeniach numerycznych przyjęto płaski stan 
naprężenia ze stałymi sprężystymi: E = 32,8 GPa i v = 0,2. Pozo-
stałe stałe materiałowe przyjęto w taki sposób, aby otrzymać jak 
najlepszą zgodność wykresu siła – przemieszczenie z doświad-
czeniami. Zastosowano dwie siatki elementów skończonych: 
z 33832 elementami trójkątnymi trzywęzłowymi oraz z 16825 
elementami czworokątnymi. Maksymalny wymiar elementów 
nie był większy niż 1,5 mm. Długość charakterystyczna była 
równa lc = 2 mm [13], a parametr nielokalności m = 2 [14].
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Rys. 2. Laboratoryjne badanie Nooru-Mohameda [11],
zakrzywione rysy przy różnych ścieżkach obciążenia

w zależności od poziomej siły ścinającej: a) ‚4a’, b) ‚4b’ i c) ‚4c’

a)

b)

c)

WYNIKI NUMERYCZNE BETONU

Model sprężysto-plastyczny

Wstępne wyniki wykazały, że warunek wytrzymałościowy 
Druckera-Pragera nie miał wpływu na wyniki. Przy kryterium 
wytrzymałościowym Rankine’a, wytrzymałość betonu na roz-
ciąganie była równa ft = 2,3 MPa, a graniczna wartość parame-
tru odkształcenia w osłabieniu ku = 0,004. Otrzymane wyniki 
pokazano na rys. 3 (rysy pokazano na podstawie nielokalnego 
parametru osłabienia). W przebiegu pionowej siły w funkcji 
pionowego przemieszczenia P = f (d) (d – pionowe przemiesz-
czenie pomierzone wewnątrz elementu betonowego w obszarze 
rys [11]) uzyskano bardzo dobrą zgodność z doświadczeniami 
przy poziomych siłach ścinających Ps = 5 kN i Ps = 10 kN. Róż-
nice wystąpiły przy maksymalnej sile ścinającej Ps = 23,5 kN 
(mniejszej niż w doświadczeniu Ps = 27,5 kN), choć poprawnie 
odwzorowano ściskający charakter siły pionowej pod obciąże-
niem rozciągającym. Kształt lokalizacji odkształceń (rys) także 
odwzorowano prawidłowo. Ich wysokość hc była równa 2,2 cm, 

3,3 cm i 5,2 cm przy małej, średniej i dużej poziomej sile ścina-
jącej Ps (wartość zbliżona jak w doświadczeniach przy średniej 
(3,5 cm) i dużej (5,3 cm) sile ścinającej i zbyt duża (1,5 cm) przy 
małej sile ścinającej Ps). 

Model z degradacją sztywności 

Przyjęto następujące wartości stałych materiałowych w ob-
liczeniach z miarą odkształceń von Misesa [4]: k0 = 7 × 10-5, 
a = 0,92, b = 250 i k = 10. Uzyskano bardzo dobrą zgodność 
stycznej siły 5 kN i 10 kN (rys. 4). Przy maksymalnej sile ści-
nającej równej 29 kN (wyższej niż w doświadczeniu) wystąpiły 
pewne różnice. Minimalna siła pionowa była równa -4,66 kN, 
podczas gdy w doświadczeniu wynosila -1,51 kN, jednak 
uchwycono ściskający charakter siły pionowej. Rysy były ogól-
nie zbyt wygięte: hc = 2,4 cm, hc = 3,8 cm i hc = 6,1 cm (rys. 4).

Z rys. 5 wynika, że w obliczeniach MES z miarą odkształ-
cenia Rankine’a [9] (k0 = 6,5×10-5, a = 0.92, b = 200) powstaje 
tylko jedna strefa lokalizacji odkształceń dla małej i średniej siły 
ścinającej oraz ma miejsce nagły spadek siły pionowej po osią-
gnięciu maksymalnej wartości. Jedynie przy dużej sile ścinają-
cej powstały dwie strefy lokalizacji odkształceń. 

W obliczeniach MES z miarą odkształcenia Häublera-Com-
be-Pröchtela [7] przyjęto następujące parametry: a1  =  0,08, 
a2 = 1,16, a3 = 2,0 and g = 0,2, k0 = 6,0×10-5, a = 0,92 i b = 200 
(rys. 6). Otrzymano podobne wyniki jak przy mierze odkształ-
cenia według Rankine’a (rys. 5). Przy Ps = 5 kN otrzymano tyl-
ko jedną strefę lokalizacji odkształceń, a krótko po osiągnięciu 
maksymalnej wartości wystąpiły problemy z uzyskaniem zbież-
ności. Przy większych poziomych siłach ścinających powstały 
już dwie strefy lokalizacji. Wysokość rys hc była równa 2,2 cm 
oraz 3,6 cm przy średniej i dużej sile ścinającej Ps.

Metoda XFEM

Przyjęto następujące parametry: ft  =  2,3 MPa (wytrzyma-
łość na rozciąganie), Gf = 75 N/m (energia pękania), lav = 5 mm 
(długość uśrednienia) i Ts = 0. Uzyskano bardzo dobrą zgodność 
przebiegu siły w  funkcji przemieszczenia przy siłach ścinają-
cych Ps = 5 kN i Ps = 10 kN (rys. 7a). Przy maksymalnej si-
lePs = 25,5 kN (mniejszej niż w doświadczeniu) wystąpiły już 
jednak duże różnice: minimalna siła wynosiła -0,92  kN (war-
tość doświadczalna -1,51 kN), otrzymano dwa lokalne minima 
oraz ponowne wzmocnienie na wykresie siła – przemieszczenie. 
We wszystkich przypadkach otrzymano dwie rysy o wysokości 
hc: 3,1  cm, 4,6  cm i 7,4  cm przy sile ścinającej 5 kN, 10 kN 
i 25,5 kN (rys. 7b), Wszystkie rysy były za bardzo zakrzywio-
ne (ich wysokość była nawet wyższa niż maksymalne wartości 
doświadczalne). Zmiana energii pękania wpłynęła tylko w nie-
wielkim stopniu na wartości hc. 

WNIOSKI

Sprężysto-plastyczny model konstytutywny betonu z kryte-
rium wytrzymałościowym Rankine’a rozszerzony o długość cha-
rakterystyczną mikrostruktury okazał się najbardziej odpo wiedni 
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Rys. 3. Wyniki numeryczne MES do rozszerzonego sprężysto-plastycznego modelu konstytutywnego z kryterium wytrzymałościowym Rankine’a: A) obliczone 
i doświadczalne krzywe siła – przemieszczenie P = f (δ) oraz B) obliczona geometria lokalizacji odkształceń przy sile ścinającej Ps: (a) 5 kN, (b) 10 kN i (c) 23,5 kN

a) b) c)
A)

a) b) c)
B)

Rys. 4. Wyniki MES modelu z degradacją sztywności i miarą odkształcenia von Misesa [4]: A) obliczone i doświadczalne krzywe siła-przemieszczenie P = f (d)
oraz B) obliczona geometria lokalizacji odkształceń przy poziomej sile ścinającej Ps: (a) 5 kN, (b) 10 kN i (c) 29 kN

a) b) c)
B)

a) b) c)
A)
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Rys. 5. Wyniki MES modelu z degradacją sztywności i miarą odkształcenia Rankine’a [9]: A) obliczone i doświadczalne krzywe siła-przemieszczenie P = f (d)
oraz B) obliczona geometria lokalizacji odkształceń przy poziomej sile ścinającej Ps: (a) 5 kN, (b) 10 kN i (c) 20,5 kN

Rys. 6. Wyniki MES modelu z degradacją sztywności i miarą odkształcenia Häublera-Combe-Pröchtela [7]: A) obliczone i doświadczalne krzywe siła – przemiesz-
czenie P = f (δ) oraz B) obliczona geometria lokalizacji odkształceń przy sile ścinającej Ps: a) 5 kN, b) 10 kN i c) 19 kN

a) b) c)
B)

a) b) c)
B)

a) b) c)
A)

a) b) c)
A)
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Rys. 7. Numeryczne wyniki przy zastosowaniu XFEM: A) obliczone i doświadczalne krzywe siła – przemieszczenie P = f (δ)
oraz B) obliczona geometria rys przy poziomej sile ścinającej Ps: a) 5 kN, b) 10 kN i c) 25,5 kN

a) b) c)
A)

a) b) c)
B)

do opisu doświadczalnej geometrii rys. Wyniki otrzymane z przy-
jęcia rozszerzonego modelu konstytutywnego z degradacją sztyw-
ności zależały w dużym stopniu od przyjętej miary odkształcenia. 
Realistyczne trajektorie rys doświadczalnych obliczono, stosując 
jedynie miarę odkształcenia von Misesa.

Wszystkie modele ciągłe betonu zdolne odwzorować geo-
metrię rys w doświadczeniach właściwie opisały także ewolucję 
siły pionowej w funkcji pionowego przemieszczenia. Zgodność 
wyników MES była bardzo dobra przy małej i średniej poziomej 
sile ścinającej oraz umiarkowana przy dużej sile ścinającej (gdzie 
odwzorowano także ściskającą charakterystykę siły pionowej).

Kształt obliczonych dyskretnych rys w betonie na podsta-
wie metody XFEM był zgodny z wynikami doświadczalnymi. 
Obliczone rysy były jednak zbyt zakrzywione. Dobrą zgodność 
przebiegu siły pionowej w funkcji pionowego przemieszczenia 
uzyskano przy małej i średniej poziomej sile ścinającej. Przy 
dużej poziomej sile ścinającej właściwie odwzorowano jedynie 
ściskający charakter siły pionowej.
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