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Projektowanie wszelkiego rodzaju konstrukcji inzynierskich
to skomplikowany i dlugotrwaty proces. Wiaze si¢ on czgsto ze
stworzeniem bardzo zlozonego modelu matematycznego opisu-
jacego rzeczywista konstrukcje. Analiza wrazliwo$ci moze by¢
W tym procesie bardzo przydatnym narz¢dziem (zob. np. [1, 3,
4,5]).

Wielkos$ci okreslajagce model matematyczny mozemy po-
dzieli¢ na zmienne projektowe b, gdzie i =1, 2, 3, ..., n, oraz
parametry modelu P gdziej=1,2,3,..., n,. Poszukiwang odpo-
wiedz numeryczng zachowania si¢ konstrukcji opisujg tak zwa-
ne zmienne stanu S,, gdzie k=1, 2, 3, ..., n,. Analiza wrazliwo-
Sci jest jednym z elementdw teorii projektowania, dzigki ktorej
mozliwe jest okreslenie wptywu wariacji zmiennych projekto-
wych b, na zmiany zmiennych stanu konstrukcji S,, przy ustalo-
nych parametrach modelu P, Zmiennymi projektowymi b,, ktore
zaleza wprost od projektanta moga by¢: wymiary konstruke;ji,
charakterystyki przekroju poprzecznego, state materialowe, na-
tomiast parametrami modelu p; moze byc¢, na przyktad narzucona

z gbry i nie zalezna od projektanta rozpietos¢ konstrukeji. Jako
zmienne stanu S, mozna przyjmowacé w statyce: sity wewnetrz-
ne, reakcje, naprezenia, odksztalcenia, przemieszczenia, w za-
gadnieniach stateczno$ci: obcigzenie krytyczne, a w dynamice:
czgstosci drgan wlasnych oraz odpowiadajace im postacie drgan
wlasnych, amplitudy drgan, sit wewnetrznych itd. przy réznego
rodzaju obcigzeniach dynamicznych (zob. np. [5, 6, 7]).

Analiza konstrukeji, w ujgciu deterministycznym, zajmuje
si¢ wyznaczaniem zmiennych stanu S, przy jednoznacznie okre-
$lonym modelu konstrukcji przez ustalone warto$ci zmiennych
projektowych b, oraz parametry modelu p. W praktyce jednak
zadanie projektowe jest problemem odwrotnym, tzn. oczekujac
pewnej wartosci lub przedziatu wartosci zmiennej stanu S,, do-
biera si¢ zmienne projektowe b, przy ustalonych parametrach
modelu p;. Wyrézni¢ mozna, migdzy innymi, nast¢pujace pro-
blemy odwrotnej teorii konstrukcji: identyfikacje, analiz¢ wraz-
liwo$ci oraz optymalizacje [7].
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W niniejszej pracy zajeto si¢ tematyka analizy wrazliwo-
$ci, w opisie dyskretnym [3], na przyktadzie tarczy, ktora moze
by¢ element konstrukeyjny przekazujacy obcigzenie z obiektu
na system pali. Moze to by¢ takze $rodnik blachownicy w tejze
konstrukcji.

PODSTAWY TEORETYCZNE

Do opisu konstrukcji zastosowano dyskretny model mate-
matyczny prostokatnej tarczy, w ktorym punktem wyjscia byta
metoda elementdéw skonczonych (zob. np. [2, 8, 9]). W modelu
tym geometri¢, obcigzenie i zachowanie konstrukcji okreslaja
wielkosci dyskretne, tzn. wartosci w weztach lub elementach,
ktére byty zdefiniowane w wyniku dyskretyzacji konstrukcji.
Innym podej$ciem, nie rozwazanym w tej pracy, jest tzw. model
ciaggly, w ktérym geometria, obcigzenie oraz zachowanie kon-
strukcji sg okreslone przez funkcje ciagle.

Analiza wrazliwo$ci opiera si¢ na rozwinigciu funkcji S (wy-
branej zmiennej stanu S,) w szereg Taylora wokot rozwigzania
poczatkowego okreslonego przez poczatkowsg warto$¢ zmien-
nych projektowych b [5]

S(b, +8by) = S(by) +8S(by) + 8 S(by) +... (1)

Zachowanie konstrukcji, uwzgledniajac tylko zakres linio-
Wy, opisane zmienng stanu S jest aproksymowane funkcja linio-
wa wokot rozwigzania poczatkowego dla zmiennych projekto-
wych b, (rys. 1). W przypadku uwzglednienia takze cztonow
wyzszych rzgdow funkcja S bedzie aproksymowana funkcja
wyzszego rzedu (np. funkcjg kwadratowa).

W niniejszej pracy zastosowano analiz¢ wrazliwosci pierw-
szego rzgdu, w ktorej funkcja aproksymujgca zachowanie zmien-
nej stanu jest w postaci liniowej. Analiza ta w pewnym zakresie
zmiennych projektowych b,, w praktycznych zagadnieniach in-
zynierskich, daje dostatecznie duzo informacji o zachowaniu si¢
zmiennych stanu §,. Ponadto podstawowg zaletg tej analizy nad
analiza parametryczng, jest fakt, ze wystarczy przeprowadzi¢
dla kazdej zmiennej tylko dwa obliczenia (uktadu podstawowe-
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: — ——funkcja S=5(h)
aproksymacja
i liniowa funkc)i 5
: w punkcie by

Rys. 1. Koncepcja aproksymacji liniowej funkcji S
(analizy wrazliwosci rzedu pierwszego)

go oraz tzw. ukladu sprzezonego), aby okresli¢ wplyw wariacji
zmiennych projektowych na wariacje zmiennej stanu. Podejscie
takie znacznie skraca liczbg¢ oraz czas obliczen w porownaniu do
analizy parametrycznej, w ktorej konieczne jest przeprowadze-
nie wielu obliczen, aby uzyskac zalezno$¢ szukanych zaleznos$ci
zmian zmiennych stanu od wariacji zmiennych projektowych.

PRZYKLAD NUMERYCZNY
Opis modelu tarczy

Analiz¢ wrazliwo$ci zaprezentowano na przyktadzie pro-
stokatnej tarczy o nastgpujacych wymiarach: dtugos¢ L =16 m,
wysokos¢ H = 1,3 m oraz o grubosci wyjsciowej t; = 0,005 m.
Analizg przeprowadzono tylko dla potowy dlugosci tarczy, ko-
rzystajac z symetrii. Warunkami brzegowymi jest blokada prze-
mieszczen w kierunku poziomym oraz pionowym w punkcie
A (podpora). Analizujac tylko cz¢$¢ symetryczng uktadu, wpro-
wadzono takze w przekroju 1 — 2 warunki brzegowe realizujace
stan symetrii, tj. blokad¢ przemieszczen poziomych we wszyst-
kich weztach lezacych na tej krawedzi. Obcigzenie zewngtrzne
stanowi sita skupiona przytozona w potowie rozpigtosci tarczy,
tj. w punkcie 1 o wartosci P = 100 kN, zatem w analizowane;j
cze¢$ci tarczy przytozono site 0,5 P. W analizie przyjeto nastepu-
jace state materialowe: modut sprezystosci £ =205 GPa, wspot-
czynnik Poissona v = 0,3 (stal).

Dobor siatki dyskretyzacyjnej tarczy

Tarcz¢ wymodelowano trojkatnymi elementami skonczony-
mi o statych odksztatceniach (CST — Constant Strain Triangle)
przy zatozeniu ptaskiego stanu napre¢zenia (PSN). Konstrukcje
podzielono na elementy skonczone w pigtnastu wariantach,
gdzie numer wariantu oznacza liczb¢ na jaka dokonano po-
dziatu uktadu wzdtuz wysokosci tarczy. Poréwnanie wariantow
pozwoli na sprawdzenie zbieznos$ci wynikow oraz odpowie na
pytanie, ktory wybor siatki bedzie odpowiedni. Zestawienie wa-
riantow przedstawiono w tabl. 1.

Uktad rownan w metodzie elementéw skonczonych do za-
gadnien liniowej statyki ma postac [§]

Kg=p 2

gdzie:

K — globalna macierz sztywnosci uktadu, stworzona w wyniku agregacji macie-
rzy sztywnosci elementow,

g — wektor przemieszczen weztowych,

p — wektor obcigzen weztowych.
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Rys. 2. Geometria tarczy z warunkami brzegowymi oraz obcigzeniem
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Tabl. 1. Warianty dyskretyzacji tarczy

Wariant | Liczba elementow Liczba weztow ];tlt():;E?

nr pion poziom pion poziom suma | swobody
1 1 6 2 7 14 28

2 2 12 3 13 39 78

3 3 18 4 19 76 152
4 4 24 5 25 125 250
5 5 30 6 31 186 372
6 6 36 7 37 259 518
7 7 42 8 43 344 688

8 8 48 9 49 441 882
9 9 54 10 55 550 1100
10 10 60 11 61 671 1342
11 11 66 12 67 804 1608
12 12 72 13 73 949 1898
13 13 78 14 79 1106 2212
14 14 84 15 85 1275 2550
15 15 90 16 91 1456 2912

= X

Rys. 3. Element skonczony zastosowany w obliczeniach MES
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Jak wczesniej wspomniano, konstrukcje podzielono na tréj-
katne elementy skonczone CST (trzy wezly, z dwoma stopniami
swobody w kazdym).

Zastosowany element skonczony ma macierz sztywnosci
w postaci zamknietej [8]

K, = j B’CBdJV =B’CBt4 3)

dzie:
%ﬁ — macierz konstytutywna materiatu izotropowego w plaskim stanie napreze-
nia,
B — macierz odksztatcenia,
t — grubos¢ elementu,
A — pole elementu.

Wyniki analizy dla réznych wariantow podziatu siatki we-
ztow w metodzie elementéw skonczonych (tabl. 1) pokazano
na rys. 4, na ktérym zestawiono dla r6znych wariantow: liczbe
stopni swobody (0§ lewa) oraz przemieszczenie pionowe punktu
2 (0§ prawa).

Z rys. 4 odczyta¢ mozna. jak przy zwigkszaniu liczby ele-
mentow skonczonych rosnie liczba stopni swobody, co jedno-
cze$nie powoduje znaczne wydluzenie czasu obliczen. Z drugiej
strony zageszczanie siatki elementoéw skutkuje tym, ze otrzyma-
ne wyniki beda doktadniejsze. Do dalszej analizy wrazliwosci
przyjeto wariant nr 6, tzn. z podziatem na 6 elementow wzdtuz
wysokosci tarczy oraz na 36 elementéw wzdluz dtugosci, co
daje 518 stopni swobody.

Rozwiagzanie uktadu metoda elementéw skonczonych

Do przyjetego wariantu wykonano obliczenia, stosujac au-
torski program napisany w srodowisku MATLAB i poréwnano
dodatkowo wyniki z analizg wykonana w programie FEMAP.
Stan deformacji otrzymany z obu analiz przedstawiono na rys. 5,
na ktérym pokazano sposob dyskretyzacji uktadu.

Zarowno w wynikach uzyskanych w programie FEMAP
(rys. 5a), jak i w autorskim programie MATLAB (rys. 5b) za-
stosowano skale 100:1. W obu obliczeniach uzyskano wartos¢
pionowego przemieszczenia punktu 2 v, = 0,0211 m.

T T T T T T T T T T I T T B 7 _I:II:”:I5 —
—— przermieszczenie pionowe p 2 [m] | : i
r . 2 i 2 [orea] -1 Q
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NUmer wariantu

Rys. 4. Zbiezno$¢ wybranego przemieszczenia V, oraz liczba stopni swobody uktadu
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Rys. 5. Deformacja tarczy (przeskalowanie x100)
uzyskana w programie FEMAP (a) oraz w MATLAB (b).

Analiza wrazliwosci — podstawy teoretyczne

Krokiem wyjsciowym analizy wrazliwo$ci w opisie dys-
kretnym (tutaj w metodzie elementow skonczonych) jest uktad
réwnan

K(b)q =p(b) 4)
gdzie:
b={b,b, ...,b}" — wektor zmiennych projektowych,
K(b) — macierz sztywnosci zalezna od wektora zmiennych projektowych,
q  — wektor przemieszczen weztowych, takze zalezny od wektora zmiennych
projektowych.

Wrazliwosci pewnej zmiennej stanu S opisujacej zachowa-
nie konstrukcji (np. przemieszczenie uogélnione, sita wewngtrz-
na itp.) zalezy zatem od wektora zmiennych projektowych b
i od odpowiedzi uktadu (wektora przemieszczen wezlowych) g,
czyli S = S(b, q(b)). Szukajac relacji pomigdzy zmienng stanu
a zmiennymi projektowymi jest konieczne znalezienie waria-
cji wielkosci S wzgledem zmian dowolnej sktadowej wektora
zmiennych projektowych b={b,b,, ..., b }". W ujeciu dyskret-
nym jest poszukiwana rézniczka zupeta funkcji S

=d—S b, = 8_S+6_Sd_q 5b, (5)
db;, ob,  oqdb,

Rézniczkujac réwnanie (4), otrzymano:

OKD) ¢, 1y 9 _ 2PO)
ob, db, ob,

A

(6)

nastepnie z rownania (6) mozna wyznaczy¢ wystepujaca w row-
. . dq
5) rozniczke —

naniu (5) rézniczke ab.
dg _ (b)(amb) _K(b) J

db. ob b

b . @)

Ostatecznie wzor (5) przyjmie postac:

58 = {§+§ K- (b)[—ap(b) _%Kb) qﬂ )
ab  oq ab, ab,

Problemem w obliczaniu wrazliwo$ci (wariacji) zmiennej
stanu z rownania (8) moze by¢ konieczno$¢ wyznaczenia od-
wrotnosci globalnej macierzy sztywnosci K(b), co przy duzej
liczbie stopni swobody uktadu jest zadaniem ktopotliwym i cza-
sochlonnym. Dlatego w niniejszej pracy zastosowano metode
analizy wrazliwosci, stosujac uktad sprz¢zony.

Metoda ta polega na wprowadzeniu nowego wektora zmien-
nych sprzgzonych n o wymiarze rownym wektorowi przemiesz-
czen weztowych (, ktory wyznaczono z rownania:

oS
K(b)n=— )
aq
gdzie:
K(b) — macierz sztywnos$ci uktadu (taka sama jak w ukladzie podstawowym,

gdyz geometria i warunki brzegowe pozostaja bez zmian),

0S10q — wektor obciazen uktadu sprze¢zonego, ktory przyjmuje rézne wartosci
obcigzenia, w zaleznosci od tego, ktorej zmiennej stanu analiza wraz-
liwosci dotyczy.

W niniejszej pracy szukano wrazliwosci pionowego prze-
mieszczenia punktu 2 (V,), a zatem obcigzenie uktadu sprzezo-
nego stanowi sita jednostkowa przylozona w miejscu i kierun-
ku analizowanego przemieszczenia. W sytuacji poszukiwania
wrazliwosci, np. reakcji podporowej lub sity wewnetrznej, wek-
tor obciazenia uktadu sprzgzonego bedzie stanowit jednostkowe
wymuszenie w miejscu i na kierunku szukanej sily, o zwrocie
przeciwnym do przyjetego jako dodatni. Wektor zmiennych
sprz¢zonych otrzymano z rozwigzania réwnania (9)

= DK )
aq

Po uwzglednieniu rownania (10) w rownaniu (8) otrzyma-

no:
gs{a_h.f(ap_(m_mqﬂsq
ob, o,

Roéwnanie (11) mozna zinterpretowaé w prostszej posta-
ci, gdyz zawiera ono w nawiasie wielko$¢ skalarng, nazywang
wspoélczynnikiem wrazliwosci pierwszego rzedu zmiennej stanu
S wzglgdem wariacji zmiennej projektowej b,

(10)

(11)

WSi :a_S+ T 8p(b)_8K(b)q (12)
t o ob ob, ob,
Wzér (11) przyjmuje zatem postac:
38 = wy, db, (13)

z czego wynika bezposrednia, liniowa zaleznos$¢ opisujaca wa-
riacj¢ zmiennej stanu O3S, zalezng w sposob jawny od wariacji
zmiennej projektowej db,.

W przypadku analizy wrazliwosci wieloparametrycznej, tzn.
gdy szukany jest wptyw n zmiennych projektowych na zmienng
stanu, rownanie (13) ma postac:

38 =w, b (14)

gdzie:

w, = {w , W, ..., Wy }T— wektor wrazliwosci pierwszego rzedu,

db={db, b, ..., b }" — wektor wariacji zmiennych projektowych.
Podsumowujac, aby otrzymaé wariacje (wrazliwo$¢) po-

szukiwanej wielkosci statycznej 8S nalezy przeprowadzi¢ dwie

analizy statyczne uktadu: poddanego oddziatywaniom zewnetrz-
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nym (uktad podstawowy) oraz poddanego dziataniu obcigzenia
sprzezonego (uktad sprzgzony), zaleznego od poszukiwanej
wielkosci S, ktorej badanie wrazliwosci jest celem analizy.

Analiza wrazliwosci zmiany grubosci catej tarczy
na przemieszczenie

W pierwszym etapie rozwazono przyktad analizy wrazliwo-
$ci wptywu zmiany grubosci calej tarczy t na przemieszczenie
pionowe punktu 2 (V,).

Zastosowano uktad sprzgzony, w ktorym przytozono site
jednostkowa w miejscu szukanego przemieszczenia, tj. w punk-
cie 2. Wariacje szukanej zmiennej stanu obliczono na podstawie
wzoru (11), ktory, przy pominigciu obcigzenia cigzarem wia-
snym jako nieistotnym, ma postac:

88 = TIT{_%(]] dt,

(15)

Rownolegle do analizy wrazliwosci przeprowadzono analize
parametryczng. Zmieniano w pewnym zakresie wybrang zmien-
ng projektowa, tj. grubos$¢ tarczy, za kazdym razem rozwigzujac
réwnanie (2). Otrzymano w ten sposob zmiang przemieszczenia
pionowego punktu 2. Wyniki pokazano na rys. 6.

1 ' |

1. f
y | ——analiza parametryczna
\1 —— analiza wrazliwosci
i1
k)
|:|5 ..... 1'1. ...............................
Y
=3 N
z \
|:| .....................................
>
",
> "
05 :
0.4 0 04

Rys. 6. Analiza wrazliwosci i analiza parametryczna zmiany grubosci tarczy

Poréwnanie wynikoéw z analizy parametrycznej oraz z ana-
lizy wrazliwos$ci, w zakresie wzglednych zmian zmiennej pro-
jektowej (—0,58t/t; 0,55t/t) wykazuje, ze analiza wrazliwosci
pierwszego rzedu, jaka zastosowano w przyktadzie, jest aprok-
symacja liniowa funkcji zmiennosci zmiennej stanu. Zaobser-
wowac mozna, ze wyniki s zblizone tylko w pewnym zakresie
wariacji zmiennych projektowych, a takze ze wraz ze wzrostem
wariacji rosnie blad aproksymacji tzw. funkcji $cistej. Prze-
prowadzona analiza wrazliwosci pozwala jednak oceni¢, pod
wzgledem jakoSciowym i iloSciowym, wpltyw zmiany grubosci
tarczy na zmiang¢ przemieszczenia wybranego punktu.

Mozna takze zauwazy¢, ze w przypadku prezentowania wy-
nikow dotyczacych wzglednych wariacji, tzn. wptywu wzgled-
nych zmian grubos$ci t na wzgledng zmiane szukanych wielko-
Sci przemieszczenia V,, otrzymane wyniki bylyby jednakowe,
jak w przypadku analizy wrazliwosci modutu sprezystosci £
na przemieszczenie v,. Wynika to z postaci globalnej macie-
rzy sztywnosci uktadu (16), stworzonej z agregacji macierzy
elementu (3), ktora zalezy w sposob liniowy od grubosci t, jak
i modutu sprezystosci E:

K = Et (16)

Analiza wrazliwosci zmian grubosci réznych obsza-
réow tarczy na przemieszczenie

W kolejnym etapie analizowang tarcz¢ podzielono na 216
obszaréow (dwa trojkatne elementy skonczone stanowia jeden
obszar), ktore moga, w sposob niezalezny od siebie, zmienia¢
grubos¢.

Badano wptyw wzglednej zmiany grubo$ci poszczegolnych
obszarow tarczy na wzgledne przemieszczenie pionowe punktu
2. Na rys. 8 przedstawiono kolejno analiz¢ wrazliwosci zmiany
grubosci obszaru 1 (rys. 8a) oraz obszaru 36 (rys. 8b).

Kolejnym krokiem byto wyznaczenie powierzchni wplywu
wzglednej zmiany grubosci poszczeg6lnych obszar6w na waria-
cj¢ przemieszczenia pionowego w punkcie 2. W tym celu wy-
znaczono wektor wrazliwosci Wg={W_ ,, W, ... Wy, ..., We, }T,
ktorego elementy opisuja liniowa zalezno$¢ migdzy wariacja
grubosci i-tego obszaru a wariacjg przemieszczenia pionowe-
go punktu 2. Wektor ten w postaci graficznej przedstawiono na

rys. 9.
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216
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Rys. 7. Tarcza z podzialem na obszary
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Rys. 8. Analiza wrazliwo$ci zmiany grubosci obszaru 1 (a), oraz obszaru 36 (b)

Rys. 9. Wplyw wzglednej zmiany grubos$ci obszaréw tarczy, pokazanych na rys. 7, na przemieszczenie pionowe w punkcie 2

Z rys. 9 wynika, jak wzglgdna zmiana grubo$ci poszcze-
gblnych obszaréow tarczy wplywa na wzgledna zmiang prze-
mieszczenia v,. Pozwala to oceni¢, w ktérym obszarze zmiana
grubosci tarczy bedzie miata najwigkszy wplyw na zmiang prze-
mieszczenia v,. Mozna zaobserwowag, ze najwigkszy wptyw na
analizowane przemieszczenie ma zmiana grubosci obszarow
w poblizu podpory (punktu A) oraz w poblizu $rodka rozpigtosci
tarcz, gdzie przylozono obciazenie zewngtrzne.

Przyktadowo, wzrost grubosci o 1% obszaru 1 spowoduje
zmniejszenie przemieszczenia v, o 0,063%, wzrost grubosci
0 1% obszaru 2 spowoduje zmniejszenie tego przemieszczenia
0 0,0277%, itd.

WNIOSKI

Analiza wrazliwo$ci umozliwia wyznaczenie bezposredniej
zalezno$ci wariacji wybranej zmiennej stanu w funkcji zmian
okreslonych zmiennych projektowych, dajac odpowiedz ilo-
Sciowa i jakosciowa. Korzystajac z uktadu sprzezonego do wy-
znaczenia wrazliwo$ci konieczne jest wykonanie tylko dwoch
analiz numerycznych, co daje znaczng oszczgdno$¢ w stosunku

do analizy parametrycznej, w ktorej jest konieczne wielokrotne
powtarzanie obliczen.

W przedstawionym przyktadzie pokazano, jaki wptyw na
przemieszczenie pionowe punktu 2 ma zmiana grubosci calej
tarczy. Wykazano, ze zwickszenie grubosci o 1% daje zmniej-
szenie przemieszczenia takze o 1%, a zatem wspolczynnik wraz-
liwosci pierwszego rzedu wynosi -1. Na rys. 6 mozna zauwazy¢
zakres stosowania analizy wrazliwosci, ktory w analizowanym
przyktadzie wynosi okoto 10%, przy btedzie aproksymacji wy-
noszacym 1,11%. Jest to zakres zadowalajacy, gdyz w rzeczywi-
stej konstrukcji zmienne projektowe moga przyjmowaé wartosci
z niewielkiego przedziatu ich zmienno$ci.

Z analizy wieloparametrycznej uzyskano odpowiedZ na py-
tanie, jaki jest wptyw zmiany poszczeg6lnych obszardéw tarczy
na szukane przemieszczenie. W analizie tej wyznaczono wektor
wrazliwosci przedstawiony graficznie na rys. 9. Rysunek ten po-
zwala na oceng, ktore obszary tarczy wptywaja bardziej, a ktore
mniej na przyjete przemieszczenie. Nalezy takze wspomnie¢, ze
suma wszystkich elementéw wektora wrazliwosci daje -1, co
stanowi kontrol¢ rozwigzania i zgadza si¢ z wynikiem uzyska-
nym w analizie wrazliwos$ci grubosci catej tarczy.
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W niniejszej pracy przedstawiono przyktad analizy wrazli-
wosci tarczy izotropowej. Kolejnym etapem badan moze byc¢
tarcza ortotropowa majaca réozne wilasciwosci mechaniczne,
w kierunkach prostopadtych. Poszukiwana moze by¢ wrazli-
wo§$¢ orientacji kata potozenia kierunkow gtéwnych na dowolng
wielko$¢ statyczna.
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