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Rurociagi instalowane w morzu stuza glownie do transportu
surowcow energetycznych (ropa, gaz) i jako takie uktadane sa na
dnie morskim lub w nim zaglebiane. Istnieja rowniez rurociagi
z koncowkami dyfuzyjnymi, stuzace do odprowadzenia oczysz-
czonych $ciekow do obszaru morza. Te ostatnie montowane sa
na konstrukcjach wsporczych na pewnej wysokosci ponad dnem
akwenu, co ma zapewnic lepsze mieszanie sciekow z woda mor-
ska. Obcigzenia rurociagdéw dyfuzyjnych instalowanych w stre-
fie brzegowej morza wynikaja z oddzialywan wewnetrznych,
wywolanych przeptywem i wyrzutem $ciekéw oraz oddziaty-
wan zewngtrznych zwigzanych z przeptywem wody morskiej
w otoczeniu rurociaggu. W dalszym ciagu rozwazania ograni-
czymy glownie do oddzialywan zewngetrznych. Ze wzgledu na
charakter obcigzen zewnetrznych, zmiennych w czasie, w opisie
pracy rurociagu podstawowe znaczenie majg roOwnania dynami-
ki, w ktorych uwzglednia si¢ sity masowe zwigzane z przyspie-
szeniem zar6wno masy samego rurociagu, jak tez masy trans-
portowanej cieczy oraz tzw. masy dotaczonej cieczy. W analizie
pracy typowych rurociagéw korzystamy z metod mechaniki bu-
dowli wiasciwych dla konstrukcji o matych przemieszczeniach,
dla ktorych jest uzasadnione stosowanie metody superpozycji.
Zagadnienia dynamiki rurociggow dyskutowane sa w wielu po-
zycjach literatury dotyczacej konstrukcji morskich. Dla naszych
celow ograniczymy si¢ tylko do pewnych prac, bezposrednio
zwigzanych z poruszang tu problematyka. Podstawy projekto-
wania podmorskich rurociaggéw zawiera obszerna praca Magdy
[5], w ktorej dyskutowane sa zardbwno zagadnienia techniczne
budowy takich rurociagéw, jak rowniez zagadnienia technolo-
giczne, zwigzane z transportem ropy i gazu. Szczegoétowa pro-
blematyka dynamiki rurociaggdw odprowadzajacych scieki do
strefy brzegowej morza wlacznie z obcigzeniami dyfuzorow jest
dyskutowana w ksiazce Sawickiego i in. [14]. W tej ostatniej
pracy znalez¢ mozna wiele informacji dotyczacych wplywu
srodowiska morskiego na prac¢ rurociggu zamontowanego po-

nad dnem akwenu na szeregu spr¢zystych podporach. Zamiesz-
czone w tej pracy rozwigzania szczegolowe dotycza istnieja-
cych rurociagdw, zainstalowanych w rejonie Zatoki Gdanskie;j.
Podstawowa, w dyskutowanych tutaj zagadnieniach, jest praca
zbiorowa Massela i in. [7], w ktorej opisano metody wyznacza-
nia obcigzen konstrukcji inzynierskich instalowanych w strefie
brzegowej morza. W pracy tej znajdujg si¢ informacje dotyczace
srodowiska morskiego niezbedne w projektowaniu konstrukcji
hydrotechnicznych, w tym konstrukeji rurociaggéw. W dalszym
ciaggu, w dyskusji szczegotowych problemow bedziemy odwo-
tywa¢ si¢ do pozycji literatury wtasciwych dla poruszanych za-
gadnien.

ROWNANIE DRGAN POPRZECZNYCH
POJEDYNCZEGO PRZESt.A RUROCIAGU

W dyskutowanych tutaj zagadnieniach celowe jest rozwaze-
nie, w pierwszej kolejnosci, dynamiki najprostszego przypadku
— pojedynczego przgsta rurociggu. Przgsto to potraktujemy jako
belke wolnopodpartg przedstawiong schematycznie na rys. 1.
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Rys. 1. Pojedyncze przgsto rurociagu
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Rownanie matych drgan poprzecznych rurociggu transpor-
tujacego ciecz znalez¢ mozna w pracy Blevinsa [3], w ktorej
przedstawiono rowniez analiz¢ drgan wlasnych takiej konstruk-
cji. Ponizej przytoczymy wyprowadzenie takiego réwnania,
ktorego zasadnicze elementy oparto o rozwigzanie zamieszczo-
ne w cytowanej pracy. Przyjmujac rur¢ o przekroju kotowym,
réwnanie drgan poprzecznych mozna zapisa¢ w postaci:

o ol
M??+ EJ ax‘)‘/ = 4(x,1)

(1

dzie:
1%/[ =m +m — suma masy rury i masy cieczy (nieruchomej wzgledem rury) na
jednostke dtugoscei rurociagu,
EJ — sztywno$¢ rury na zginanie,
q(x, 1) — obcigzenie zewnetrzne na jednostke dtugosci rurociagu.

W  dyskutowanym przypadku rurociagu, uwzglednimy
wplyw ruchu cieczy wewnatrz rury na warto$¢ tej masy, przy
czym, w celu uproszczenia rozwigzania, zatozymy za cytowa-
ng praca, ze mamy do czynienia ze stala predkoscig przepty-
wu, a wigc U = U (x, #) = const. W celu obliczenia pionowego
przyspieszenia masy cieczy wewnatrz poziomej, sprezystej rury
uwzglednimy sktadowa konwekcyjna. Pionowa predkos¢ i przy-
spieszenie elementu cieczy opisuja rownania:

d %y v
di o ox
2 2 2 2
9y _ Y @)
dt ot OxOt ox

Z podstawienia powyzszych zwiazkéw do réwnania (1)
otrzymuje si¢:
2 2 2 4
0 3,+2muﬂ+muza—¥+EJ8 3/ =
ot Ox0t Ox Ox

(m, +m) q(x,1) (3)

Zapisane rownanie dotyczy drgan rurociggu w powietrzu
i jako takie jest wyprowadzone w pracy Blevinsa [3]. Dla ru-
rociggu zanurzonego w cieczy nalezy do tego réwnania dodac
cztony masy dotaczonej i thumienia wynikajace z obecnosci cie-
czy na zewnatrz rury. Te ostatnie parametry wynikaja z obciazen
hydrodynamicznych generowanych przez ruch rury w otaczaja-
cej ja cieczy. W celu ich wyznaczenia rozwaza si¢ ponizej za-
gadnienie pomocnicze matych drgan sztywnego walca w nie-
ograniczonym obszarze cieczy.

ZAGADNIENIE PLASKIE
MALYCH DRGAN WALCA W NIEOGRANICZONYM
OBSZARZE CIECZY SCISLIWEJ

W celu wyznaczenia oddzialywan cieczy zewngtrznej na
drgania rurociagu, rozwaza si¢ zagadnienie pomocnicze matych
drgan walca kotowego w nieograniczonym obszarze cieczy $ci-
sliwej. W przyjetym modelu jest to ruch sztywnego przekroju
kotowego w niecograniczonej ptaszczyznie cieczy Scisliwej. Przy
zatozonym potencjalnym ruchu nielepkiej cieczy $cisliwej za-
gadnienie sprowadza si¢ do znalezienia rozwigzania rownania
falowego potencjatu predkosci (potencjatu akustycznego [6]),
spelniajacego narzucone pole predkosci na pobocznicy walca.
Korzystajac ze zmiennych biegunowych (7, ), rOwnanie falowe
dla potencjatu predkosci zapisuje si¢ w postaci:

o’g 109 10° 1 0°
ot 1T 10,
or® ror r°o&§ ¢ ot
gdzie:
¢ —predkosé dzwicku w cieczy.
Przy zatozonym ustalonym ruchu harmonicznym walca roz-
wigzanie tego rownania mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci

[8]:

&(r,&,1) = CH\" (kr)sin & exp(—iwt) 5)
gdzie:
o — czgsto$¢ kotowa tego ruchu,
k=wlc

W réwnaniu tym, H" = J, +Y, jest funkcja Hankela pierw-

szego rodzaju rzedu pierwszego (J, i ¥, sg funkcjami Bessela
pierwszego i drugiego rodzaju rzedu pierwszego), natomiast C
jest statg rozwigzania. Dla pionowego ruchu walca opisanego za

pomoca rownania:

w(t) = w, exp(—iot)

(6)
gdzie:

w, — amplituda tego ruchu,

wyznacza si¢ predkosci normalne na jego pobocznicy i na tej
podstawie okres$la si¢ warto$¢ statej C w réwnaniu (5) (sktado-
wa normalna predkosci cieczy musi by¢ réwna predkosci nor-
malnej walca). Rozwigzanie dyskutowanego zadania przyjmuje
postac:

—icw,

H"()-H"(v)/y xp(-inH r)sing - (1)

o(r, &, 1) =

gdzie:
wa

Y=—
c

a — promien zewngtrzny walca.

Na postawie tego rozwigzania wyznacza si¢ cisnienie cie-
czy na pobocznicy walca i w efekcie wypadkowa tego ci$nienia
dziatajacego na przekrdj kolowy sztywnego walca. Szczegoly
wyprowadzen mozna znalez¢ w literaturze przedmiotu [6, 15].
Wypadkowa cisnienia zapisuje si¢ w postaci:

o*'w ow
W=pra’lF,(1)—+F (Y)o— 8
p |: v (V) Py (1) 6lj| )
gdzie:
p — gestosé cieczy,
F (,Y)ZJI(J]_’YJO)+)/I(Y]_’Y YO)
Uy ) -y 1)
FT(Y)=Y;(J1_Y Jo)_Jl(Y;_y Y;)) (9)

(J1_y J0)2+(Y1_y Yo)2

Wystepujgce w ostatnich réwnaniach funkcje J, J, oraz Y
i Y, sa funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju rzedu
zerowego 1 pierwszego. Obliczone, na podstawie wzoréw (9),
wykresy sktadowych FM (masy dotaczonej) oraz FT (thumienia
drgan) przedstawiono na rys. 2.

W dyskutowanym przypadku drgan rurociagu, najwazniej-
sze sa najnizsze czgstosci, odpowiadajace matemu parametro-
wi y. Dlatego tez, dla y << 1, mozna przyjac, ze:

F,(y<<D)=z=F,(y=0=1, F(y<<)=0 (10)
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Rys. 2. Wspotczynniki masy dotgczonej — F, i thumienia drgaf walca — F .

Przyjecie ostatnich przyblizen oznacza, ze dla matych czg-
stosci drgan zaklada si¢ stala masg¢ dolaczona, niezalezng od
czestoscl, zaniedbujac przy tym tlumienie drgan, ktore jest po-
mijalnie mate. Z drugiej strony, przyjecie F,, = 11 F_= 0 odpo-
wiada pominigciu $ci§liwosci cieczy (¢ — o). Stad, w dalszym
ciggu zaktada sig, ze ciecz jest niescisliwa. Nalezy doda¢, ze
dyskutowane rozwigzanie dotyczy cieczy nielepkiej i ruchu po-
tencjalnego. W warunkach rzeczywistych nalezy spodziewac
si¢ wigkszego tlumienia wynikajacego gtownie z lepkosci cie-
czy oraz jej ruchu — w ogolnosci turbulentnego. Tym niemniej,
do analizy podstawowych czestosci drgan rurociagu, przyjecie
ostatnich zalezno$ci i wzoréw wydaje si¢ uzasadnione. Ko-
rzystajac z tego ostatniego wyniku, w miejsce masy (m_ -+ m)
w réwnaniu (3) przyjmuje si¢ masg:

M=m +pA+pA° =m +2pA=m_+2m (11)

dzie:
i' — pole przekroju poprzecznego rurociagu obliczone dla zewngetrznej srednicy
tego rurociagu (4 oznacza pole przekroju wewngtrznego).

Jezeli pominiemy mate réznice $rednicy wewngtrznej i ze-
wnetrznej rurociggu oraz zalozymy, ze ggsto$¢ transportowane;j
cieczy réwna jest gestosci wody morskiej, wowczas w przybli-
zeniu, dla rurociggu posadowionego pod wodg, masa dotaczo-
na cieczy rowna jest podwojonej masie cieczy transportowanej
przez rurociag. W przypadku istotnych roznic gestosci cieczy
transportowanej i gestosci wody morskiej lub tez duzych roéznic
srednic zewnetrznej 1 wewngtrznej rurociggu nalezy skorygo-
wac przyjete zatozenie.

WPLYW DNA AKWENU
NA OBCIAZENIA HYDRODYNAMICZNE WALCA

Przedstawione wyniki dotycza przypadku nieograniczo-
nej plaszczyzny cieczy. W warunkach rzeczywistych mamy
do czynienia z obszarem cieczy ograniczonym dnem akwenu
oraz powierzchnig swobodng cieczy. Ze wzgledu na zanikanie
pola predkosci cieczy z odlegtoscia mierzong od osi rurociggu
celowe jest rozwazenie przypadku polptaszczyzny cieczy z ko-
towym walcem zainstalowanym w poblizu dna obszaru cieczy.
Schemat analizowanego uktadu przedstawiono na rys. 3.

W plaskim zagadnieniu nieograniczonej cieczy niescisliwej
i walca kotowego rozwigzanie podstawowe mozna zbudowac za
pomoca potencjatu zespolonego, odpowiadajgcego potencjatowi

z=x+iy

Yolt)

L

X,(t)

»
Ll

Rys. 3. Schemat walca zamocowanego ponad dnem akwenu

dipola (zrédto i upust o jednakowej intensywnosci [9]). Dla wal-
ca umieszczonego ponad dnem, poruszajacym si¢ z predkoscia
U = (%,,,), poszukiwany potencjal zespolony mozna wyrazi¢
w postaci sumy zbioru dipoli o odpowiednich wagach (szcze-
g6ty tego rozwigzania mozna znalez¢ w pracach [4, 10, 16, 17,
19])

Xo (1) =iy (1)
z—2z, +i(2y0(t)—qu)

e X, (1) + iy, (7)
w(z) = —RZZ;LJ— 0_ ;2 +
i=0 z ZO +1 ql

(12)

gdzie:

R — promien walca,

2, = x,(t) * iy (¢) okresla potozenie walca,

Z=x + iy oznacza dowolny punkt zespolonej potptaszczyzny,

g; oraz i, wyznacza si¢ z warunku brzegowego na powierzchni walca. Wspot-
czynniki te opisane s wzorami:

1
(2y,/R)~q;,
Ho=L py=pq), j=12..

9 =0, g,

(13)

Sity hydrodynamiczne dzialajace na walec wyznacza si¢
z wzoru Blasiusa [9]:

oo 1 op :
Fx —iFy :—lp¢5df+alp§(5) dz

Dla walca poruszajacego si¢ prostopadle do sztywnego dna
y = 0, calkowanie (14) daje w wyniku [19]:

F.=0

(14)

F, =—pnR’C,, j, + pRC, (3,)* (15)
gdzie:
C, =1+2)
j=1
C, =-4r3y Bl >R (16)

sa odpowiednio: wspotczynnikiem masy dotaczonej oraz wspot-
czynnikiem sity nosnej [7, 19].

Przy ruchu walca w kierunku réwnoleglym do sztywnego
dna (y = 0), w miejsce sktadowych (15) obowiazuja nastepujace
wzory sktadowych wypadkowe;j sity hydrodynamiczne;j:
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Rys. 4. Wykresy wspotczynnikow C, i C, w funkcji odleglosci walca od sztyw-
nego dna

F, = —pnR*C, %,

F, =pRC, (%,)* (17)

Jak wida¢, w przypadku ruchu poziomego, otrzymuje si¢ do-
datkowg sktadowa pionows sity wynikajaca z obecnosci sztyw-
nego dna (y = 0). W rownaniach (15) i (17) w obu sktadowych
ruchu obowigzuja te same wspotczynniki masy dotaczone;j i sity
no$nej. Nalezy podkresli¢, ze wyprowadzone wzory dotyczg ru-
chu sztywnego walca kotowego w polptaszczyznie cieczy, bez
obecnosci zewnetrznego potencjatu pola przeptywu cieczy. Ze
wzgledu na to, ze pole predkosci cieczy wywolane ruchem wal-
ca zanika w kierunku normalnej do dna (w kierunku osi y), dla
cieczy o glebokosci znacznie przekraczajacej $rednicg walca,
mozna wykorzysta¢ przedstawione wczesniej rozwigzania dla
przypadku pasma cieczy (uzasadnione jest wowczas zalozenie,
ze powierzchnia swobodna cieczy nie ,,czuje” ruchu walca). Na
podstawie przytoczonych tu rozwigzan, zaczerpnigtych z litera-
tury przedmiotu, wykonano obliczenia wspétczynnikow C, i C,,
ktorych wykresy zamieszczono na rys. 4. Jak wida¢, w oblicze-
niu sit dziatajacych na walec, wptyw dna jest istotny w przypad-
kach, gdy odleglos¢ osi walca od dna akwenu jest mniejsza od
jego dwoch srednic.

DRGANIA WELASNE
POJEDYNCZEGO PRZEStLA RUROCIAGU

W nawiazaniu do istniejgcych rurociggéw zainstalowanych
w Zatoce Gdanskiej, w ktorych odlegtos¢ od dna akwenu jest

wicksza od dwoch Srednic rurociggu, w obliczeniu sity hydro-
dynamicznej pominiemy obecno$¢ dna. W celu rozwigzania
zagadnienia drgan wlasnych belki wolnopodpartej, wykorzysta-
my réwnanie (3), w ktorym pominiemy obcigzenie zewnetrz-
ne (prawa stron¢ tego rownania). Nalezy dodac, ze klasyczne
zagadnienie drgan wlasnych dotyczy przypadkow, w ktorych
nie istnieje thumienie drgan i w ktorych rozdzielenie zmiennych
przestrzennych i czasu prowadzi do zbioru czgstosci drgan i od-
powiadajacych tym czestosciom postaci drgan. W przypadku
istnienia ttumienia drgan analizowanego uktadu, nie mamy roz-
wigzania o sztywnych postaciach drgan (postacie te sa thtumione
w czasie), a czgstosci drgan odpowiadaja czestosciom wymu-
szenia, dla ktorych otrzymuje si¢ ekstremalne przemieszczenia
uktadu. W zapisanym réwnaniu drgan poprzecznych rurociggu
mamy czton o mieszanych pochodnych (6% / 0xdf) w rownaniu
(3)), ktéry ma charakter ttumienia i dlatego mowiac o drganiach
wlasnych, bedziemy rozumie¢ poszukiwanie takiego rozwigza-
nia, w ktorym jest mozliwe rozdzielenie zmiennych w rownaniu
ruchu. Dlatego tez w dalszym ciagu bedziemy poszukiwac roz-
wigzania rownania (3) w postaci:

y(x,0)=Y A, sin

n=1

ni x eimt (18)

gdzie:
o —w ogblnosci zespolona czgstos¢ drgan,
A, — stale tego rozwigzania.

Jak wida¢, nieznang posta¢ drgan zalozono w postaci sze-
regu Fouriera wzglgdem funkcji sin (nn x/L) dlan =1, 2, 3,...
spetniajacych warunki brzegowe ugigcia belki dlax=01ix=L.

Podstawienie szeregu (18) do jednorodnego (z pominigciem
prawej strony) rownania (3) daje:

- 2 4
Y A -Mo®—m LU I 74 il T
n=1 L L L

unm nmx| ;
+2mio| — | cos e’ =0
L L
gdzie:

M — sumaryczna masa na jednostke dtugosci rurociagu opisana wzorem (11).

(19)

Roéwnanie to obowigzuje dla dowolnego czasu ¢ i dlatego
mozemy w opisie pomina¢ ostatni mnoznik. W miejsce ostat-
niego wyrazenia zapisuje sie:

ZAn o, sin =% 4 2mio| 2 |cos
L L

n=l1

nm x

. }:0 (20)

gdzie:
unm )’ )’
o, =-Mo’-m| — | +EJ| — |, n=123,.. (21)
L L
W dalszym ciggu, w miejsce funkcji cos 12X wykorzysta-
my jej rozwinigcie: L

N X . ITX
cos =>'b, sin——
L o L

(22)

. . . . TTX .
Mnozgc ostatnie rownanie przez sin—— i catkujgc w prze-
dziale (0 — L), wyznacza si¢ stafe:
2r 1 ron
b, ==——[1-C"], rn=12,.

m™r —n

(23)
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Z otrzymanego wzoru wynika, ze wspotczynniki rozwinig-
ciab sarozne od zera tylko w przypadku, gdy (r + n) jest liczbg
nieparzysta, a wigc dla n bedacego liczba parzysta i » — liczba
nieparzysta, lub odwrotnie, tj. dla n nieparzystego i r parzyste-
go. W miejsce ostatniego wzoru mozemy zapisa¢ rownanie dla
niezerowych wartosci bm, W postaci:

41 {n:1,3,5,... i r=246,. lub

b}'l" :
n=24,6,.1 r=135,.

24

2 22
T r —n

Po podstawieniu wartosci (24) 1 (22) do podstawowego row-
nania (20), otrzymuje sig¢:

Z A{ansinmzxﬂ-ﬁn z 2r 25in%}+

n=135, ... r=2,46,. 1" —H

+ A, {an sin +B, Z 4 5 sin%} =0 (25)
6, ..

2
L r=135, .. — N

B, = 8imm[uL—n) =B, n=1,23,.. (26)

nmx

Mnozac rownanie (25) przez sin , kolejno dla n niepa-

rzystego i parzystego, i catkujac w przedziale (0 — L), otrzymuje
si¢ dwa uktady rownan:

Ao, +B Y A4 ———=0,

n=2,46,. I —

r=13,5,...

nr
A, —-——7=0,
r°—n

An(x'n + B.

r=1,3,5,...

n=2,4,6,.. (27)

Uzyskane wzory wyprowadzono przy zatozonej zmiennosci
w dziedzinie czasu w postaci exp (imf). Biorac pod uwage zespo-
lone warto$ci 4, w rownaniu (18), mozna rozwigzanie to zapisa¢
w zmiennych rzeczywistych, w ktérych w miejsce zespolonego
cztonu czasowego zapisze si¢ kombinacj¢ funkcji trygonome-
trycznych sin (of) i cos (of). Z rownania (3) wynika, ze czlon
o mieszanych pochodnych w tym réwnaniu, tj. 6% / 6xot, pro-
wadzi do rozbicia uktadu koncowych rownan problemu na od-
powiadajace nieparzystym i parzystym funkcjom rozwinigcia.
Z tego wzgledu w rozwigzaniu w zmiennych rzeczywistych uza-
sadnione jest przyjecie odpowiednio np. funkcji sin (f) dla nie-
parzystych funkcji rozwinigcia i funkcji cos (o) dla parzystych
funkcji rozwinigcia. Zatem, w nawigzaniu do postaci rownania
(3) i uktadow rownan (27), w miejsce zapisu (18) mozna przyjac
rozwigzanie w zmiennych rzeczywistych:

nmx nm x

y(x,t) = Z A, sin

n=1,3,5,...

sin of + Z B, sin
n=2,4,6,...

coswt (28)

i w efekcie otrzymaé¢ dwa uktady rzeczywistych rownan do wy-
znaczenia cze¢stosci drgan podstawowych [3].

Warunkiem istnienia niezerowych rozwigzan uktadu rownan
(27) jest zerowanie si¢ jego wyznacznika. W dalszym ciagu,
w celu uproszczenia dyskusji, ograniczymy rozwazania tylko do
dwoch pierwszych réwnan tego uktadu, w ktorych wyznacznik
przyjmuje postac:

2
A:ocloc2+(§[3') =0 (29)

gdzie, w celu skrdcenia zapisu, wprowadzono nastgpujace ozna-
czenia:

_ 2
o, =-Mo" +7v,

o, =-Mo’ +7, (30)
oraz

n) ur)’

| E| |2

" (Lj [L)

) ur )’

=16EJ| — | —4m| — 31
=168 | anf 2% 61

Z podstawienia (30) i (31) do rownania (29) otrzymuje si¢
réwnanie kwadratowe przy czestosci o?:

5 2
M2(D4_|f”(¥1 +'Y2)+(§nj ‘|0)2+’Y1’Y2 =0 (32)

Rozwigzanie tego rownania daje w wyniku podstawowe cz¢-
stosci drgan belki. Nalezy zaznaczy¢, ze ze wzgledu na czton
o mieszanych pochodnych w réwnaniu (3), podstawowe czgsto-
$ci oznaczaja tutaj wartoéci @ odnoszace si¢ do postaci drgan
opisanej szeregiem Fouriera, a nie, jak w klasycznym zagad-
nieniu bez tlumienia drgan, dotyczace kolejnych sktadowych
sin (nmx/L). Ograniczenie rozwazan do dwdch rownan jest tylko
pewnym przyblizeniem zatozonej postaci drgan, wyrazonej za
pomoca szeregu Fouriera. Wyznacznik rownania (32) przyjmuje
postac:

A=M? (71_72)2"'(%11] +2M(V1+Yz)(§n] (33)

Jak widac¢, dla (y, +v,) > 0, wyznacznik A > 0.

W dalszym ciagu, wygodnie jest wprowadzi¢ do opisu dwa
parametry. Pierwszym z nich jest podstawowa (najnizsza) cze-
sto$¢ drgan wiasnych belki o, w przypadku braku przeptywu
cieczy w rurze, a wigc dla u = 0. W takim przypadku, z wzoru

(32) otrzymuje sig:
, EJ(n)
oy =—/—
M\ L

Drugi parametr dotyczy zatozonej predkosci U = const. prze-
ptywu cieczy w rurze. Do dyskutowanej tu belki wolnopodpar-
tej, mozna wprowadzi¢ tzw. krytyczng predkos¢ przeplywu,
w ktorej sita normalna na koncu wyplywu cieczy jest rowna sile
krytycznej Eulera, przy ktorej moze nastapi¢ wyboczenie belki.
Proste przeksztatcenia daja w wyniku krytyczng predkos¢ prze-

pltywu:
vz B (=Y
C m\L

Korzystajac z wprowadzonych oznaczen, zapisuje si¢ waru-
nek dotyczacy (v, +v,) W nastepujgcej postaci:

2 2
i 2 5( u
+y,=17Tm| — | U 1-——| —| |>0
hr [Lj : 17(UC]

Przy predkosci przeptywu mniejszej od predkosci krytycz-
nej, rownanie (32) ma dwa rzeczywiste pierwiastki w2 Do ich
wyznaczenia pozyteczne jest wykorzystanie zapisu w zmien-

(34)

(35)

(36)
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Rys. 5. Podstawowa czgstos¢ w funkcji predkosci przeptywu cieczy w rurze

nych bezwymiarowych. Dla A > 0 pierwiastki tego réwnania
mozna zapisa¢ w postaci:

(ij W+ (W?—4 1—[#} 4—[#} 37)
Oy . .

17 (u)[128m s
2 \U, )9 M 2
Przy matych wartosciach m/M << 1 mozna pominaé¢ ten

czton w ostatnim rownaniu i w miejscu (37) skorzysta¢ z prost-
szego wyrazenia [3]:

o, = 0y+/1-(U/U,)?

W celu zobrazowania rozwigzania (37) na rys. 5 przedsta-
wiono wykresy podstawowej czgstosci o, dla wybranych war-
tosci (m/ M) w funkcji parametru (U/U ).

gdzie:

w (3%)

(39)

Z przedstawionej dyskusji i otrzymanych rozwigzan wynika,
ze w praktycznych przypadkach, do sztywnych rurociagdéw uza-
sadnione jest pomini¢cie w ich dynamicznej analizie predkosci
przeptywu cieczy wewnatrz rurociggu i w miejsce rownania (3)
korzystanie z prostszego wyrazenia:

2 4
oY oY
ot X

gdzie, zgodnie z wzorem (11), M =m_+2m.

M

=q(x,1) (40)

OBCIAZENIA HYDRODYNAMICZNE RUROCIAGU
WYWOLANE FALOWANIEM MORZA

Przedstawiona w poprzednich punktach dyskusja dotyczy-
ta drgan wtasnych rurociaggu w nieruchomym obszarze cieczy.
W celu zbadania pracy rurociggu zainstalowanego w strefie
przydennej morza nalezy okresli¢ obcigzenie zewnetrzne ¢ (x, £)
rurociggu wywotane falowaniem grawitacyjnym. W nawigzaniu
do fizyki zagadnienia, mamy tutaj do czynienia z bardzo zto-
zonym zagadnieniem, w ktorym obecno$¢ rurociggu zaktoca
pole przeptywu wywotane falowaniem. W ogdlnym przypadku,
to pole przeptywu jest polem losowym, w ktorym mamy zbior
fal wodnych o losowych wysokos$ciach i losowych kierunkach.
Dodatkowo, w otoczeniu rurociggu wystepuja zjawiska gene-
racji wir6w 1 ich oderwania, dla ktérych zatozenie o ciaglosci
osrodka traci racj¢ bytu. Dlatego tez, w celu wyznaczenia obcig-
zen hydrodynamicznych rurociggéow ucieckamy si¢ do budowy
pewnych uproszczonych modeli opisu zjawiska, ktorych stoso-
wanie w praktyce inzynierskiej wymaga wczesniejszej weryfi-
kacji w laboratorium hydraulicznym. Dla rurociggdw o malej,
w stosunku do dlugos$ci typowe;j fali, $rednicy (D/X < 0,2), ta-
kim modelem obliczania sit dziatajacych na walec, wywotanych
niezalamang falg jest, szeroko stosowany w praktyce inzynier-
skiej, wzor Morisona [7]. We wzorze tym obcigzenie od falowa-

Tabl. 1. Wycinek zarejestrowanych danych sztormowych [10]
Sztorm 13-15.10.2009 r. — Zatoka Gdanska — pomiary za pomoca boi falowej w rejonie Katow Rybackich na glebokosci 20,5 m
w odleglosci okolo 2,4 km od linii brzegowej (19°14,54° E, 54°22,76’ N)

Dzich Godzina Godzina H_max T max H_sig T sig H ér T ér
poczatkowa koncowa [m] [s] [m] [s] [m] [s]

14.10.2009 5.00 5.20 7,71 8,2 4,37 8,8 2,85 7,5
14.10.2009 5.30 5.50 7,64 8,0 473 8,9 3,03 7,5
14.10.2009 6.00 6.20 7,80 9,5 5,10 9,2 3,32 7,8
14.10.2009 6.30 6.50 7,58 8,5 5,06 9,2 3,31 7,6
14.10.2009 7.00 7.20 8,40 9,8 5,12 9,3 3,33 8,0
14.10.2009 7.30 7.41 7,24 7,7 5,01 9,4 3,21 7,5
14.10.2009 17.00 17.20 11,82 11,4 6,34 11,1 3,83 8,3
14.10.2009 18.30 18.50 11,06 11,0 6,89 10,8 4,57 9,5
14.10.2009 19.30 19.50 11,57 12,6 6,66 11,4 4,25 9,1
14.10.2009 20.00 20.20 9,78 10,8 6,70 11,1 4,34 8,9
14.10.2009 20.30 20.50 8,71 12,3 5,48 10,6 3,62 8,6
14.10.2009 21.00 21.20 9,76 11,5 5,76 11,3 3,90 8,9
14.10.2009 21.30 21.50 10,03 11,4 5,61 10,5 3,45 8,3
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nia przedstawia si¢ w postaci dwoch sktadowych: bezwtadno-
sciowej 1 wleczenia. Podstawowymi parametrami tego wzoru sg
przyspieszenie i predkos¢ przeptywu wody w miejscu rurociagu.
W zalezno$ci od wartosci tych parametrow przy niezaktoconym
przeptywie cieczy w miejscu rurociggu, odpowiadajace im skta-
dowe obcigzenia s3 modyfikowane za pomoca wspotczynnikow
wyznaczanych na drodze doswiadczalnej. W danym zagadnie-
niu szczegotowego wartosci tych parametrow (przyspieszenia
i predkosci) mozna okresli¢ na podstawie pomiaréw w warun-
kach rzeczywistych. W celu czytelnosci dyskusji przytoczymy
tu dane zarejestrowane w Instytucie Budownictwa Wodnego
PAN w Gdansku za pomoca boi pomiarowej, zakotwiczonej
w wybranym miejscu Zatoki Gdanskiej w pewnej odleglosci od
brzegu [10]. Dane te dotycza okresu sztormowego, w ktorym
zaobserwowano najwicksze wysokosci fal powierzchniowych.
Czgs¢ zarejestrowanych danych zestawiono w tabl. 1.

W celu zobrazowania, na rys. 6 przedstawiono wykresy reje-
stracji fal powierzchniowych; zaznaczono wysokosci fali mak-
symalnej, znacznej oraz $redniej.

Z przytoczonych danych wynika, ze fala maksymalna miata
\Zvysokoéé H__=11,82 m, natomiast fala znaczna Hsig =6,89 m.
Sredni okres fali maksymalnej zawieral si¢ w granicach
T € (9,5 + 12,3 s). Na podstawie tych danych mozna okresli¢
tzw. wysoko$¢ projektowg fali. W dalszym ciggu, w celu ilustra-
cji prowadzonej dyskusji, wykorzystamy przedstawione warto-
$ci, uzyskane z pomiarow w warunkach rzeczywistych. Nalezy
dodaé, ze przytoczone tu dane uzyskano przy glebokosci wody
h = 20,50 m. W miejscu rurociggu mozemy mie¢ inng glebo-
kos¢, dla ktorej mozna wyznaczy¢ skorygowana dlugos¢ fali
zwigzanej ze zmiang glebokosci. Do tego celu wykorzystuje si¢
zwigzek dyspersyjny:

2
oh = kyhtanh(kyh), T = E, A= 2n
g ® k

0

(41)

Znajac glebokos¢ akwenu h w miejscu rurociggu, na podsta-
wie zarejestrowanych okreséw falowania, mozemy wyznaczy¢
odpowiednie liczby falowe, a na ich podstawie — dlugosci fal
W miejscu rurociagu.

wysoko4é fali H [m)]

14.10.2009

1 15.10.2009
T T T T T

|I'IIII-I-

0 24 48 72
czas [godziny]

Rys. 6. Rekordy sztormu zarejestrowane za pomoca boi pomiarowej IBW-PAN
w Zatoce Gdanskiej [10]

Przy glebokosci h = 14,50 m w miejscu zainstalowania
istniejacego rurociggu w Zatoce Gdanskiej, przyjetej w pra-
cy Sawickiego i in. [14], na podstawie danych zamieszczo-
nych w tabl. 1 (fala maksymalna o wysokosci /= 11,82 m
i okresie T = 11,4 s) wyznaczono dhugos¢ fali maksymalne;
A, .. = 125,74 m. Podobnie, dla fali znacznej i okresu 7, s 10,8 s
wyznaczono dtugosé fali ksig = 118,02 m.

Przy znanej dtugosci i wysokosci fali oraz gtgbokosci akwe-
nu nalezy wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie cieczy. W tym
celu odwolamy si¢ do liniowego rozwiazania ustalonej fali har-
monicznej oraz fali Stokesa, przyblizonej przez dwie skladowe.
Dla ruchu potencjalnego, pozioma i pionowa sktadowa predko-
$ci orbitalnej wedtug teorii Stokesa opisane s3 za pomoca wzo-
row [7]:

. H gT cosh [k(z+h)]

= cosC+
2 A cosh(kh)
2 h[2k(z+h
() RN e
4 A sinh” (kh)
inh [k(z+h
S LCD)
A sinh(kh)
? sinh[2k(z+h
3(mH Y simhhEEm] )
4\ A sinh” (kh)
gdzie:
C=hx—ot,

C = o/k— predkos¢ fazowa fali.

W zapisanych rownaniach pionowa wspotrzgdna z mierzo-
na jest od powierzchni spokoju, to znaczy, ze dla dna akwenu
mamy z = —h. Pierwsze wyrazy po prawych stronach tych row-
nan opisuja rozwigzanie liniowe fali harmoniczne;.

Na podstawie predkosci wyznacza si¢ poziome i pionowe
przyspieszenia ruchu orbitalnego cieczy:

ou_ o o[k )]

a,=—=mng sin{ +
ot A cosh(kh)
C\(nH ) cosh[2k(z+h)] .
" 3“(?) (TJ by S @8
Q- v _ a2 HC Sinh.[k(z—i_h)]COSC—
ot A T sinh(kh)
_37{9J [ﬂj Sinh_[zli(ZJrh)]cos 2 (45)
T)U M sinh™ (kh)

Korzystajac z zapisanych rownan, dla zaznaczonych fal eks-
tremalnych wyznacza si¢ sktadowe predkosci i przyspieszenia
cieczy w miejscu osi rurociggu, a wigc na glebokosci h =2,00 m
ponad dnem akwenu o glebokosci h = 14,50 m:

A) Fala maksymalna

A ~A=12574m, H =11,82m i

‘m Znax:T:ll’4s
— predkos¢ pozioma:

u_ =4,1459-cos{+ 1,8928 cos 2¢

— predkos¢ pionowa:
v =0,4129-sin{ + 0,3734-sin 2C

max
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— przyspieszenie poziome:
a =272851-sin{+2,0865-sin2{

u max
— przyspieszenie pionowe:

a =-0,2276-cos{—0,4116-cos 2{

B) Fala znaczna
A, =A=118,02m, H, =689m i T ,=T=108s

predkos¢ pozioma:
Ug, = 2,3687-cosC + 0,5378-cos 2¢

predkos¢ pionowa:

Ve = 0,2513-sin¢ + 0,1128-sin 2¢
— przyspieszenie poziome:
a . =1,3780-sinC + 0,6257-sin 2C

u sig

przyspieszenie pionowe:
a . =-0,1462-cos{—0,1313-cos 2C

v sig
WZOR MORISONA

Ze wzgledu na to, ze poziome sktadowe predkosci i przyspie-
szenia w strefie przydennej sg znacznie wigksze od sktadowych
pionowych, w dalszym ciggu ograniczymy rozwazania tylko do
sktadowych poziomych. W dyskutowanym tutaj zagadnieniu do
obliczania sit dziatajacych na walec wywotanych falg niezata-
mang wykorzystamy wzor Morisona [7, 12, 13]:

2
0=0,+0, =Cup™ -0, +C, 22lulu 46)
W réwnaniu tym Q,, oznacza sktadowa masowg (inercjalng)
obcigzenia, Q jest sktadowg wleczenia, wywotang oporem tar-
cia (lepkosci) na pobocznicy walca, C, i C s3 wspdtczynnikami
bezwladnosci i oporu wyznaczanymi na drodze do$wiadczal-
nej, natomiast @, i U s3 poziomymi skladowymi przyspieszenia
i predkosci w warunkach bez obecnosci walca. Wspotczynniki
C,, 1 C,, wyznaczane na drodze eksperymentalnej, wyraza sig
gldwnie w postaci zaleznos$ci od liczby Reynoldsa:

Re= Y.D (47)
oraz liczby Keulegana-Carpentera:
u,.T
K=-—" (48)

W ostatnich rownaniach U _ jest amplitudg ruchu periodycz-
nego (U=U_ cos(), D jest srednicg walca, T jest okresem oscy-
lacji, natomiast v jest kinematycznym wspotczynnikiem lepko-
$ci cieczy.

Obszerng dyskusj¢ dotyczacg wspotczynnikow C, i C, wrow-
naniu Morisona zawiera monografia Sarpkayi i Isaacsona [13].
Ze wzgledu na zlozono$¢ problemu i ograniczony zakres ba-
dan eksperymentalnych, do celéw praktycznych mozna przyjac
przyblizone wartosci wspotczynnikow, akceptowane w praktyce
inzynierskiej. Przytoczymy tutaj warto$ci tych wspotczynnikow
zaproponowane w ksigzce Massela [7], str. 230. Wspotczynniki
te, zalezne od liczby Reynoldsa, majg nastepujace wartosci:

c, =2 dla Re<2,5-10°
Re 5 5
C, =2,5 ) dla 2,5-10°< Re<5-10
5-10
c, =15 dla Re>5-10° (49)
oraz
Cp =12 dla Re<2-10°
C, =1,2-0,5 R—es—z dla 2-10°< Re<5-10°
3-10° 3
Cp,=0,7 dla Re>5-10° (50)

Nalezy zaznaczy¢, ze w zaleznosci od chropowato$ci po-
wierzchni, w literaturze przedmiotu mozna znalez¢ nieco inne
oszacowania tych wspotczynnikow. Do naszych celow, jako
miarodajne przyje¢to te zaczerpnigte z pracy [7].

Do wyznaczenia maksymalnych wartosci obcigzenia ruro-
ciagu potrzebne sa wartosci wspotczynnikéw lepkosci kinema-
tycznej wody. Wspodtczynniki te sa w ogdlnosci zalezne od za-
solenia i temperatury. Przytoczymy tutaj warto$§ci zaczerpnicte
z literatury przedmiotu [2].

Tabl. 2. Wspélezynniki lepkosci wody

Waoda slodka

Temperatura [°C] Wspotczynnik lepkosci kinematycznej [m?/s]

0 1,887 x 10
5 1,519 x 10¢
10 1,307 x 10¢
15 1,140 x 10

Woda morska

Temperatura [°C] Wspotezynnik lepkosci kinematycznej [m?/s]

0 1,83 x 10°
5 1,56 x 10
10 1,35 x 10°¢
15 1,19 x 10

W celu wyznaczenia liczb Reynoldsa do dyskutowanych
fal grawitacyjnych przyjmuje si¢ amplitud¢ predkosci pozio-
mej cieczy, a wigc U = 4,1459 m/s dla fali maksymalnej
i USig =2,3687 m/s dla fali znacznej. Przyjmujac w dalszym cig-
gu temperatur¢ wody réwng 0°C, dla Srednicy walca D = 1,00 m
otrzymuje si¢:

UmmaxD 4,14591,00
Re , =— = —
\% 1,83x10
2,3687-1,00
Cie = T om 16
Y 1,83%x10°°

=2,2655x10°

lub =1,2944x10° (51)
Dla dyskutowanych fal liczba Reynoldsa Re > 10° przyjeto
zatem jako obowiazujace wartosci:

c,=15 i C,=0,7 (52)
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= = |u,.|=|4,1459 cosC+1,8928 cos2C|
— |u,J=12,3687-cos+0,5378-cos2l|

(5.3
Y

50 %

|umax| -l IE%igl [ers]

w2 3n4 = Sn/4 3n/2 Smi4 2n
L [rad]

Rys. 7. Modut wartosci predkosci w przedziale jednego okresu fali

0 w4

Dla tych warto$ci poziome obcigzenia rurociagu opisuje si¢
réwnaniami:

Quax = Qs max + Qo = 3757 [2,2851-sin{ +
+2,0865-sin2¢ |+ 350x|4,1459-cosc+1,8928-coszg|x

x[4,1459-cos { +1,8928 - cos 2 | (53)
oraz

Qi = Qe +Qp e =375 x[1,3780-sin g +

+0,6257 -sin2C]+ 350><|2,3687-cos C+0,5378-cos2§|><
x[2,3687-cos ¢ +0,5378-cos 2 | (54)

W celu ilustracji, na kolejnych rysunkach naniesiono wykre-
sy zmienno$ci obcigzenia w obszarze jednego okresu i na tej
podstawie wyznaczono najwigksze teoretyczne obcigzenie na
metr biezacy rurociggu. W podobny sposdéb mozna wyznaczy¢
pionowe sktadowe obcigzenia, ktore sa bezwzglednie mniejsze
od obcigzen poziomych. Na rys. 7 naniesiono wykresy bez-
wzglednych warto$ci |u| fali Stokesa odpowiadajacej fali mak-
symalnej i fali znaczne;j.

Na rys. 8 przedstawiono wykresy obciazen poziomych na
jednostke dtugos$ci rurociggu w przedziale jednego okresu fali.
Z wykreséw tych wynika, ze maksymalne wartosci obcigzen dla
fali maksymalnej i fali znacznej osiagaja wartosci:

Q,,. =13343N/mb
Q,, =3465N/mb

Fala maksymalna:

Fala znaczna: (55)

DYNAMIKA RUROCIAGU WIELOPRZESLOWEGO

W celu ilustracji prowadzonej dyskusji, rozwaza si¢ przyktad
rurociggu wieloprzgstowego o zalozonej liczbie podpdr. Ruro-
ciag bedziemy traktowac jako belke wieloprzestowa poddana
obciazeniu zmiennemu w czasie. Z przedstawionej dyskusji
wynika, ze w celach praktycznych, do wyznaczenia ruchu belki
uzasadnione jest korzystanie z uproszczonego réwnania ruchu,
w ktorym pominigto predkos¢ przeptywu cieczy wewnatrz ru-
rociggu. Zatem, w miejsce rownania (3) bedziemy korzystac
z rownania (40), ktore zapiszemy w postaci:

7 et 3
S 2000} i
_— Qslg:Qmalq+QD_aB
-3000 - - : : : - -
0 w4 w2 304 = 5u/d4 3n2 514 2n
L [rad]

Rys. 8. Rozktad obciazen poziomych na jednostke dtugosci rurociggu w prze-
dziale jednego okresu: a) fala maksymalna, b) fala znaczna

0’ o
mMEL kY o) (56)
ot Ox
gdzie:
M — suma masy rurociagu, masy transportowanej cieczy oraz masy cieczy

wspotdrgajacej na jednostke dtugosci rurociagu,
K = EJ— sztywno$¢ rury na zginanie,
Q (x, ¥) — obciazenie zewngtrzne na jednostke dtugosci rurociagu.

W dalszym ciagu, w nawigzaniu do dyskusji w poprzednich
punktach, w celu wyznaczenia obcigzenia zewnetrznego Q (x, ¢)
wykorzystamy wzor Morisona. Nalezy podkresli¢, Zze wzor ten
jest pewnym przyblizeniem opisu oddziatywania cieczy na
rurocigg umieszczony w polu falowym cieczy i jako taki od-
powiada sytuacji, w ktorej nie ma przemieszczenia rurociagu.
W dyskutowanym zadaniu, z uwagi na male przemieszczenia
poprzeczne rurociagu, przyjeto jako uzasadnione bezposrednie
wykorzystanie tego wzoru (bez korekcji pola predkosci) do opi-
su obcigzen wywotlanych falowaniem morza. Stad, w dalszym
ciaggu, w celu wyznaczenia obciazenia zewnetrznego bedziemy
korzysta¢ z rownania Morisona, w ktorym predkosci i przyspie-
szenia cieczy odpowiadaja przypadkowi niezaburzonego pola
przeptywu falowego cieczy bez obecno$ci rurociggu. Naszym
celem jest wyznaczenie zmian sit wewnetrznych, w tym szcze-
golnie reakcji podpér w przedziale jednego okresu falowania.
Ze wzgledu na to, ze sity poziome mogg by¢ czynnikiem de-
cydujacym o bezpiecznej pracy rurociggu, ograniczymy roz-
wazania tylko do takich obcigzen. W celu wyznaczenia zmian
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sit wewnetrznych rurociagu oraz reakcji podporowych w czasie
nalezy znalez¢ rozwiagzanie rownania (56) dla belki wieloprze-
stowej. W dalszym ciggu bedzie skonstruowane rozwigzanie
zagadnienia poczatkowego obcigzenia rurociggu narastajaca
grawitacyjna fala powierzchniowa, w ktorym rurociag 1 otacza-
jaca go ciecz rozpoczynaja ruch ze stanu spokoju. W przyjetym
modelu, do opisu narastania fali wykorzystamy wzor zapropo-
nowany w pracy [18] do opisu ruchu generatora fal, startujacego
ze stanu spokoju:

X, (#) = A(2) cos(o1) + D(¢) sin(wt) 57

gdzie:
3

A(r) = % exp(=1)

2 3

o1
D(t)zl—[l+‘c+z+§}:xp(—r), T=n-t (58)

W zapisanych wzorach n jest parametrem (przyj¢to n = 2),
ktéry wptywa na szybko$¢ narastania Xg (f) w czasie t > 0. Proces
opisany rownaniami (57) i1 (58) ma wazne wlasnosci, przydatne
do opisu ruchu harmonicznego. Dla t — 0 proces (57), jak row-
niez jego pierwsze i drugie pochodne wzgledem czasu daza do
zera. Wraz z uptywem czasu (¢ > 0) proces dazy do ustalonego
ruchu harmonicznego o jednostkowej amplitudzie. Praktycznie,
po czasie rownym dwom okresom mamy ustalony ruch harmo-
niczny. Ograniczajac w dalszym ciagu rozwazania do liniowe;j
fali harmonicznej, poziome sktadowe predkosci i przyspiesze-
nie cieczy wywolane taka falg mozemy wyrazi¢ w nastepujacej
postaci:

_ nH COSI‘.l k(zy+h) X,(0)
T sinh(kh)
u _ mH coshk(z, +h) dX, (1)
‘ot T  sinh(kh) dt

W celu wyznaczenia obcigzenia rurociggu, narastajacego
z czasem do ustalonej wartosci dla fali o wysokosci H, ostat-
nie rownania nalezy podstawi¢ do wzoru Morisona (46). Przy
przyjetej fali o parametrach 7, H i k; i znanym potozeniu osi
rurociggu, — (z, + h) w réwnaniach (59) oznacza odlegto$¢ osi
rurociggu od dna akwenu, mozemy wyznaczy¢ obciazenie ruro-
ciaggu narastajace w czasie do wartosci ustalonej. Rozwigzanie
problemu nieustalonego ruchu rurociagu, opisanego rownaniem
(56), konstruuje si¢ w sposob przyblizony za pomoca metody
roznic skonczonych (MRS). Do zapisania rownan réznicowych
przyjmuje si¢ siatk¢ dyskretng o statej odlegtosci migdzy wezta-
mi Ax = a = const. w ten sposob, ze podpory belki pokrywaja si¢
z pewnymi weztami siatki. W nawigzaniu do przyjetej metody
dyskretnej, pochodng przestrzennag w rownaniu (56) zastepuje
si¢ ilorazem réznicowym, ktory zapisuje si¢ dla wszystkich we-
ztow zatozonej siatki, zatem dlai=1, 2, ..., N.

(59)

Procedura ta prowadzi do nastgpujacych wektorow pochod-
nych ugigcia belki:

o'y o'y
o220 ©
gdzie:

(y) — wektor wartoéci y, w kolejnych weztach zatozonej siatki,

[C] — macierz, ktora wynika z przyjetego schematu réznicowego i warunkow
brzegowych. Dla belki wolnopodpartej i centralnego schematu réznico-
wego, macierz t¢ mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

5 -4 1
4 6 -4 1
1 -4 6 -4 1

1
[C]_E (61)

1 -4 6 -4
1 -4 5
Elementy tej macierzy odpowiadaja wewnetrznym weztom
siatki dyskretnej — bez skrajnych podpor. W miejscach podpor
wewnetrznych, na gtdéwnej diagonalnej tej macierzy nalezy pod-

stawi¢ dowolne — bardzo duze liczby. Podstawiajgc zapisane wy-
razenia do analogu réznicowego rownania (46), otrzymuje sie:

poa] 2 s io)- @)

(62)

gdzie:

[MA] - macierz mas,

[KS] — macierz sprezystoscei,
(Q) — wektor obcigzenia.

Przy zadanych warunkach poczatkowych, ostanie rownanie
mozna scatkowac¢ numerycznie dla przyjetej dyskretyzacji cza-
su. W tym celu wykorzystuje si¢ metode Wilsona 0. W metodzie
tej przyspieszenie pomi¢dzy dwoma kolejnymi punktami cza-
su jest aproksymowane za pomocg funkcji liniowej. Dla ukta-
du mechanicznego, procedura ta jest bezwzglednie zbiezna dla
0 > 1,37 [1]. W celu czytelno$ci dyskusji, zapisuje si¢ podsta-
wowe rownania tej metody. Przy przemieszczeniu Y (¢) predkosé
1 przyspieszenie opisane sg rGwnaniami:

oy, 3 oy, DT 0%,
3T (y.—y)—2 2L 7
ot DT(y3 W or 2 o
oy, 6 6 oy, 0%y
2 vy 2N, O N 63
o DT? ¥ = %) DT ot or? 63)

gdzie:

Yy, =Y (¢) — znana wartosc,

Yy, =Y (t + DT) — warto$¢ nieznana,

DT =06At,

At — zatozony krok czasu,

0 = 1,47 — warto$¢ przyjeta w obliczeniach.

Do celoéw obliczeniowych wygodnie jest zapisa¢ powyzsze
roéwnania w nastepujacych postaciach:

2 A2
Eal:ys—[ 20T QY DT* 0 yl]: _

3 ot 3 ot 6 o
DT? &%y oy, DT? d%y,
o oz T yl+DT5+T? =y,—f, (64)

Zapisany uktad rownan (62) obowiazuje dla kazdej chwili
czasu, takze dla ¢, = ¢, + DT. Podstawiajgc zaleznosci (63) i (64)
do réwnia (62), otrzymuje sig:

MAT]y) - (Pa) + 2 @) (65)
gdzie: ,

[MAT]= [MA]+%[KS]

(Pa) = [MA](E) + 2 eT]) (66)
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Rys. 9. Rozktad reakcji podporowej i momentu podporowego w czasie

Rozwigzanie rownania (65) daje wektor przemieszczen
w czasie £, = ¢, + OAs. Na jego podstawie mozemy wyznaczy¢
wektory predkos$ci i przyspieszenia w ty samym czasie. Zatem,

znajac y,, —63 oraz —-> mozemy wyznaczy¢ interesujace nas
t

o
wielkosci:
Oy 0%y, Arfoty, 2%,
or? o2 DT\ o o
2 2 2 2
6y(t+At)=%+At6)2/l+(At) 8);3_6)2/1
ot ot ot 2DT \ ot ot
(A’ %y, (A’ [d%y, %,
t+At)=y, +At—+ + — 67
X )= ot 2 o 6DT\ o o ©7)

Dla zadanego przekroju rurociggu i znanego obcigzenia
zewnetrznego, wyprowadzone rownania pozwalaja na wyzna-
czenie jego przemieszczen (ugigcia) w funkcji czasu, jak tez
pochodnych przestrzennych ugigcia i tym samym momentow
zginajacych, sit poprzecznych i reakcji podporowych. W tym
celu wykonano obliczenia do rurociggu o o$miu przestach o jed-
nakowej rozpigto$ci obcigzonego falg grawitacyjng o wysokosci
H =10 m i dlugosci A = 100 m. Ilustracjg tych obliczen jest
rys. 9, na ktérym naniesiono wykresy reakcji podporowej na

czwartej podporze i momentu zginajacego w miejscu tej podpo-
ry w funkcji czasu. Wykresy te otrzymano dla przypadku uktadu
rozpoczynajacego ruch ze stanu spokoju. Jak widac, po przekro-
czeniu czasu ¢ > 27 mozemy uwaza¢ ruch uktadu za ustalony.

PODSUMOWANIE

Podstawa wykonanej analizy dynamiki rurociggu obcigzo-
nego falowaniem grawitacyjnym sa liniowe réwnania matych
drgan poprzecznych rurociggu, traktowanego jako belka wie-
loprzestowa. W obliczaniu obcigzen hydrodynamicznych ruro-
ciggu odwotano si¢ do istniejacych w literaturze przedmiotowej
rozwigzan. Z przeprowadzonej analizy wynika, ze w oblicze-
niach dynamicznych takich konstrukcji mozna poming¢, jako
marginalnie maty, wplyw predkosci transportowanej cieczy na
warto$ci czgsto$ci drgan wlasnych. W obliczeniach tych masa
dotaczonej cieczy wynikajaca z obecnosci cieczy na zewnatrz
rurociggu moze by¢ z dobrym przyblizeniem przyjmowana jako
réwna masie cieczy wypartej przez rurociag. Jezeli odlegltos¢ osi
rurociggu od dna akwenu jest wigksza od trzech promieni ruro-
ciaggu, to w obliczaniu obcigzen hydrodynamicznych rurociagu
mozna poming¢ sktadowa pionowa sity wzbudzong poziomym
przeptywem cieczy w obszarze zainstalowania rurociggu. Pod-
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stawowe znaczenie w ocenie obcigzenia rurociggu ma wartos$é
predkosci 1 przyspieszenia cieczy wzbudzona falowaniem mo-
rza. Zamieszczone przyklady liczbowe odnosza si¢ do rzeczy-
wistych warunkow sztormowych zarejestrowanych w Zatoce
Gdanskiej. Wskazujg one, Ze obcigzenia poziome rurociagu wy-
wolane ekstremalnym falowaniem grawitacyjnym moga by¢, ze
wzgledu na swojg warto$¢ oraz okresowos¢ w czasie, decyduja-
ce do zapewnienia bezpiecznej eksploatacji takich konstrukcji.
Otwarte pozostaje pytanie, jakie falowanie powinno by¢ brane
pod uwage przy projektowaniu takich konstrukcji, a zatem jaka
fala powinna by¢ brana pod uwagg jako fala projektowa. Jeze-
li konstrukcja rurociggu wsparta jest na pojedynczych palach,
ponad dnem akwenu, to zmienno$¢ obcigzenia w czasie moze
prowadzi¢ do ostabienia podparcia. W tym ostatnim przypad-
ku waznym problemem inzynierskim jest wlasciwa konstrukcja
podparcia rurociagu, ktore powinno zapewniac bezpieczne funk-
cjonowanie konstrukcji przy zmiennych obcigzeniach w czasie
(o zmiennych znakach). Moze to by¢ szczegolnie wazne w przy-
padku rurociaggdw wykonanych z tworzyw sztucznych, ktore nie
maja tak duzej sztywnosci na zginanie jak rurociagi stalowe.
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