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Rozwoj nowych technologii budowlanych umozliwiajacych
projektowanie niestandardowych, futurystycznych konstrukcji
inzynierskich, wymusza doskonalenie istniejacych i tworzenie
nowych metod opracowania wynikéw pomiaréw geodezyjnych
stosowanych w geodezji inzynieryjnej. Geodezji inzynieryjnej,
ktorej zadaniem jest geodezyjna obsluga budowy, montazu
i monitoringu obiektéw inzynierskich. Jak wiadomo standar-
dowym opracowaniem wynikéw pomiaréw geodezyjnych jest
bardzo dobrze znana metoda najmniejszych kwadratow. Uzy-
skane ta metoda estymatory wraz z odpowiadajacymi im ma-
cierzami kowariancji sg wykorzystywane do oceny doktadnosci
pomiardéw geodezyjnych, jak rowniez poszukiwanych parame-
trow. Poszukiwanymi estymatorami moga by¢ migdzy innymi:
wspotrzedne ptaskie punktow X, Y lub wysokosci Z (H, lub h),
przemieszczenia poziome i pionowe itp. Indywidualne warto$ci
przemieszczen poziomych lub pionowych, liczone jako réznice
odpowiednich wspotrzednych, mozna potraktowac jako pseudo
obserwacje (czyli zmienne losowe nie bgdace wynikami bez-
posrednich obserwacji) i nastgpnie wykorzystaé w procesie
modelowania obiektu budowlanego traktowanego jako bryta
sztywna. Wspotczynniki funkcji matematycznych wykorzy-
stane w procesie modelowania badanego obiektu budowlanego
mozna takze wyznaczy¢ standardowa metoda najmniejszych
kwadratow (SMNK). W ostatnich latach istotnego znaczenia
w opracowaniu wynikdw pomiar6w nabiera ortogonalna me-
toda najmniejszych kwadratéw, nazywana w pracach angiel-
skojezycznych Total Least Squares (TLS). W metodzie TLS
zatozono mozliwo$¢ wystapienia w zmiennych oraz wspol-
czynnikach przy zmiennych losowych btedéw przypadkowych
(errors-in-variables — EIV). Z praktyki geodezyjnej wiadomo
jednak, ze istnieja modele matematyczne, w ktorych oprocz
zmiennych wystepuja, takze nie zawierajace zadnego elementu
losowosci, elementy deterministyczne. Wielkosci te przypisuja
zdarzeniu konkretny stan okre$lony za pomocg statych wielko-
sci liczbowych — skalarow. Przyktadem moze by¢ tutaj proces
modelowania powierzchni obiektu, w ktérym wykorzystywa-
ne sa na przyktad funkcje wielomianowe. Przyjecie zatozenia
0 istnieniu w opracowywanym zbiorze obserwacji, pseudo
obserwacji oraz wspotczynnikow przy zmiennych elementach
losowych i deterministycznych umozliwia zastosowanie pew-
nego uproszczenia w estymacji ortogonalng metoda najmniej-
szych kwadratow. W angielskoje¢zycznej literaturze przedmiotu
spos6b ten jest nazywany Mixed Total Least Squares (MTLS).
W tlumaczeniu na jezyk polski MTLS to — mieszana, ortogo-
nalna metoda najmniejszych kwadratow. W niniejszej pracy
zaproponowano wykorzystanie metody MTLS do modelowana
przemieszczen pionowych. Rozwazania teoretyczne uzupetnio-
no praktycznym przyktadem wykorzystania na rzeczywistych
i symulowanych wynikach pomiaréw przemieszczen nabrzeza
kanatu portowego.

STANDARDOWA METODA
NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Istotnym zadaniem wspodtczesnej geodezji inzynieryjnej jest
takze proces wyznaczania przemieszczen i odksztatcen obiek-
tow budowlanych. Istota tych zadan polega mi¢dzy innymi na
zapewnieniu bezpieczenstwa funkcjonowania obiektu budow-
lanego, jak roéwniez osdb przebywajacych w tym obickcie. Do
wyznaczania przemieszczen mozna wykorzystaé pomiary geo-
dezyjne wykonywane na przyktad: technologiami satelitarnymi
GNSS, tachimetrami elektronicznymi, skanerami laserowymi,
niwelatorami, dronami oraz metody nazywane umownie fizycz-
nymi, wykorzystujacymi na przyktad: pochylomierze, szczeli-
nomierze, inklinometry, wahadta fizyczne, tensometry, czujniki
zegarowe, 1 inne. Wykonujac pomiary w punktach kontrolowa-
nych o wyznaczonych wspotrzgdnych X, Y oraz traktujac ba-
dany obiekt jako ciato sztywne, mozemy przeprowadzi¢ proces
modelowania matematycznego uzyskanych wielkosci. Modelo-
wanie mozna takze przeprowadzi¢ w przypadku pseudo obser-
wacji (przetworzonych wielkosci obserwowanych), na przyktad
przemieszczen poziomych lub pionowych. W procesie tworze-
nia modelu przemieszczen mozna wykorzysta¢ jakas funkcje
matematyczng, na przyklad czgsto stosowang w obliczeniach
funkcje wielomianowa. Prawidtowy dobor takiej funkcji umoz-
liwia wyznaczenie (interpolacj¢, ekstrapolacje) wartosci prze-
mieszczen w punktach (miejscach), ktore z roznych wzgledow
byty niedostgpne do pomiaru, na przyktad zastonigte, zastawio-
ne, itp.

Wyznaczajac przemieszczenia nalezy wykona¢ obserwa-
cje i odpowiednie obliczenia w co najmniej dwoch epokach
pomiarowych. Metodami geodezyjnymi najczesciej wyzna-
czane sa3 w kolejnych epokach pomiarowych wspoirzedne
prostokatne punktow kontrolowanych X!, Y', Z!, | = 1, ..
— kolejne epoki pomiarowe, i = 1, ..., m — IiczbaT punktow
kontrolowanych. Przyjmujac, ze X = [)?[,)%.,ZA[] , (gdzie
)?i,)%,fi — estymatory wspolrzednych punktow kontrolowa-
nych otrzymane na przyktad SMNK) mozemy wyznaczy¢
przemieszczenia poziome i pionowe z nastgpujacych zalezno-
Seir d =X!"' =X/, d =" -V, d, =Z!"' - Z. Umozliwiajaca
ocen¢ doktadnosci uzyskanych wielkos$ci )2,.,};, ,ZAi, otrzymang
ze SMNK, macierz kowariancji wektora parametrow ozna-
czymy C; (epoka pierwotna) oraz odpowiednio C' (epoka
wtorna, aktualna). Mozemy zapisaé, ze wektor przemieszczen

&=[dh d, d,

2y dysendyndynd, s ndy Jd, L d, ]T, Z estymowang
macierzg kowariancji é& = C'Xfl + C'k. Jakkolwiek proces mode-
lowania przemieszczen mozna zrealizowaé oddzielnie dla prze-
mieszczen poziomych i przemieszczen pionowych, jak rowniez

lacznie w wymiarze 3D, to w niniejszej pracy w szczegotowych
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analizach wykorzystamy jedynie przemieszczenia pionowe
(problematyka przemieszczen poziomych bedzie trescig innego
opracowania). Przemieszczenia pionowe moga by¢ spowodo-
wane miedzy innymi: lokalizacja obiektéw budowlanych w nie-
korzystnych warunkach geologicznych, w glebokich wykopach
wykonywanych na potrzeby budowy na przyktad metra, tuneli,
garazy podziemnych itp., zmiang poziomu wody gruntowej oraz
innymi przyczynami.

Wektor pseudo obserwacji d= [dz‘l seensysend, T, traktu-
jac badany obiekt jako ciato sztywne, moze by¢ wykorzystany
w procesie modelowania powierzchni przemieszczen piono-
wych . Do modelowania mozna zastosowac¢ na przyktad réwna-
nie wielomianowe o postaci

d, =ay+a X, +aY, +a X +a, Y’ +a, XY +.. (1)

gdzie:

a, a,, 8,— wspotczynniki wielomianu,

X, Y, — wspotrzedne punktow kontrolowanych,
i=1,..,m, (m— liczba punktow kontrolowanych).

Czesto w procesie modelowania wykorzystuje si¢ model
plaszczyzny, w postaci

d; =a,+aX;+a,; (2
Wspotczynniki @, a,, a, — mozna wyznaczy¢ SMNK.

Przyjmujac, ze wektor parametrow t = [ao, a;, a, ]T, wektor

poprawek do przemieszczen pionowych 6 = [81 yeesO, ]T oraz ma-
L, X, ¥,
cierz wspotczynnikow H = ---eeevevee , réwnanie poprawek
L, X,, Y,
mozemy zapisaé nastepujaco
d=Ht—-d (3)

Poszukujac rozwiazania problemu (3), SMNK, zadanie wy-
roéwnawcze przyjmie postac

v =8"P,8=min 4
gdzie:
P, = Q;' — macierz wag przemieszczen pionowych (Pg‘ =Q; ),
Q; — macierz kofaktorow.

Rozwigzaniem problemu (4) jest estymator
i=(H"PH) H'Pd ©)
Macierz kowariancji éi wektora £ przedstawiona jest w na-
stepujacej postaci
¢, =mQ, (6)

gdzie macierz kofaktorow Q, ma posta¢

-1
Q = (H'PH) (7)
A n A T -
Wektor estymatoréw poprawek o6 = [61,...,5,”} obliczymy
z nastegpujacej zaleznosci
o=Ht-d (8)

Macierz kowariancji wektora poprawek ma postac

C.=m;Q, 9)

® - Punkty kontrolowane
- SMNK
-TLS

Rys. 1. Standardowa metoda NK i Total Least Squares

w Kktdrej macierz kofaktorow
Q, =P, H(H'PH) H’ (10)

Estymator wspotczynnika wariancji &, = m; wyznaczymy
z nastepujacej zaleznosci

&P
mg = ; (11)
gdzie:
f=m—m - liczba obserwacji nadliczbowych,
m — liczba parametréw wynikajaca z przyjetego modelu wielomianowe-

r

go (w niniejszej pracy t =[a,, a,, az]r, stad m = 3).
Jak juz wspomniano w obliczeniach mozna takze zastoso-
wac¢ TLS. Roéznice pomigdzy standardowa metoda najmniej-
szych kwadratow (SMNK) a ortogonalng metodg najmniejszych
kwadratow (TLS) graficznie przedstawiono na rys. 1.

Z przedstawionego rysunku wynika, ze TLS jest rzutem
ortogonalnym mierzonych punktéw na prosta. Jak wiadomo
rzut ortogonalny jest najkrotsza odlegtoscia pomigdzy punk-
tem a prosta, stad jest to najkorzystniejsze wpasowanie prostej
(ptaszczyzny) w zbiér punktow.

W nastgpnym rozdziale przedstawimy w skrocie podsta-
wy teoretyczne pewnego sposobu estymacji TLS, a mianowi-
cie mieszanej ortogonalnej metody najmniejszych kwadratow
MTLS.

MIXED TOTAL LEAST SQUARES

Zatbézmy, ze wystepujace w zaleznosci (2), zmienne — wspot-
rzedne ptaskie X, Y, (i = 1, ..., m), s3 wyznaczone z pewny-

mi bledami przypadkowymi 8., 8,,. Mozemy wigc zapisa¢ na

przyktad [6]
1’ X1+8X1’ YIJ'_SYI 1’ Xl’ Yl 0’ 9)(1’ 8‘l/l
............ e | 12
1’ Xm+8)'m’ Ym+8Ym 1’ Xm’ Ym 0’ 8){»1’ Ym

A = H + E
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Stad w miejsce zaleznosci (3) uzyskamy nastepujacy model
funkcjonalny
d=At-d=(H+E,)t—d (13)

Natomiast model statystyczny przyjmie tutaj posta¢ naste-

pujaca
0 D 14
Q, (14)

F } = F } ~ N[{O} mg |:Qa
E, n, =vec(Ey) 0 0
gdzie:

&, = vec(E,) - wektor utworzony z kolumn macierzy E_ ustawionych jedna pod
druga od strony lewej do prawe;j,

N — notacja rozktadu normalnego o parametrach
E@®)=0 2 0
N ®) , C= m(f Q \
E (ER) =0 0 QR
E(?) — warto$¢ oczekiwana,
C — macierz kowariancji,
Qx — macierz kofaktoréw zmiennych (P, = Qy' — macierz wag).

Do rozwigzania rownania (13) mozemy wykorzysta¢ dwie
glowne strategie. Jedng z nich jest metoda bezposrednia pole-
gajaca na dekompozycji Cholesky’ego (Cholesky factorization)
lub rozktadzie wedtug wartosci osobliwych (singular value de-
composition — SVD), na przykiad: [1, 2, 4, 5, 7, 11, 13]. Inna,
czgsto stosowana i wykorzystana strategia w niniejszej pracy po-
lega na wykorzystaniu funkcji Lagrange’a, na przyktad [3, 9, 10,
11, 12, 13]. W dalszej czgsci pracy w szczegdlowych analizach
numerycznych bedziemy wykorzystywali funkcj¢ Lagrange’a.

Funkcje celu metody TLS mozemy przedstawi¢ nastgpujaca

zaleznoscia
0 '8
0 Q, €

Na podstawie tej funkcji oraz modelu funkcjonalnego (13),
a takze modelu statystycznego (14) mozemy sformutowaé na-
stepujacy problem optymalizacyjny

(15)

8" P8+ £, Pyg, =min
d=(H+Ey)t-d
Ca = mgQ‘~i = mgPa’1

_ 2 _2p-l
Cr =my Qg =m Py

(16)

Nalezy takze wspomnieé, ze istniejg sytuacje, w ktorych ma-
cierz wspotczynnikow H — o0 wymiarze n x m (n — liczba wierszy,
m — liczba kolumn) jest ztozona z podmacierzy H,, 0 wymiarze
n x p, zawierajacej elementy state, ktore nie sg losowe oraz pod-
macierzy H,, 0 wymiarze n x (m - p) zawierajacej elementy
losowe (btedy przypadkowe) E_. Stad mozemy zapisac [14]

H=H, +(H,+E,) 17

W dalszych naszych rozwazaniach przyjmiemy, ze pierwsze
p kolumn nie zawiera bledow przypadkowych, natomiast pozo-
state (M — p) kolumn macierzy wspolczynnikow zawiera bledy
przypadkowe.

Posta¢ elementéw podmacierzy H, moze wynikac z przyje-
tego w obliczeniach modelu, na przyktad jak w niniejszej pracy
zaleznos$¢ (2), d, = a, +a,X, +a,Y, w ktorej parametr a; po-
przedza wspolczynnik o warto$ci 1. Wykorzystujac powyzsze
rozwazania, mozemy zatem zapisaé

d=Ht +(H,+E,)t,—d (18)

gdzie
H, — podmacierz stata o wymiarze n x p, (n - liczba wierszy, p — liczba ko-
lumn),

t, — wektor parametrow o wymiarze p x 1,

H, — podmacierz losowa 0 wymiarze n x (m - p),

t, — wektor parametrow o wymiarze (m—p) x 1,

E, — cz¢$¢ losowa o wymiarze n x (m —p),
& — wektor poprawek n x 1,
d — wektor przemieszczen pionowych o wymiarze n x 1.
Poniewaz vec(E.) = g, stad Ept, = (tz ®I, >8R, zadanie
wyréwnawcze MTLS przyjmie posta¢ nastgpujaca

8'P,8+¢ Pyg, =min }

- (19)
d=Ht, +(H,+E,)t,—d

W celu uzyskania rozwigzania zadania optymalizacyjnego
(19) mozemy wykorzysta¢ funkcj¢ Lagrange’a, uzyskujac wtor-
ny problem optymalizacyjny o postaci

9(6’8R9t17t23;\‘) =
=8"P,8 + &, Pegy + 20 R(3,&,,t,,t,,) =min  (20)
gdzie:
R, gt t,,0)=3=Ht, +(H, +E )t, ~d =

=(Hlt, +H,t, +(6 ®I, )e, —d —5) 1)

oraz . — wektor mnoznikow Lagrange’a.

Problem optymalizacyjny Q (9, &, t,, t,, 1) = min rozwigzuja
takie wielkosci 8, &, ,1,,,, 4, ktore spetniaja nastepujace warun-
ki Eulera-Lagrange’a, na przyktad [9, 11, 12]

69 =2P,6-2h=0 = 56=Pi (22)
00 54400, 4
o« = 2P, +2(, ®1, )3 =0
6£R [ AW
= & =P (L,®1, )L (23)
o _OHTh =0 (24)
atl 8,801,600
b —2HT3+2E73.= 0 (25)
6t2 8,811,650
o :2(H1f1+H232+(f§®1n)éR —d—S):o
OM 5 5.1, 1

= Hi +Hi, (1 o1, )P, (i, ®1,)i-d-P,i=0(26)
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h=-Q(d-H} -H,i,) 7)
gdzie
Q =(B ®L )P, (t,®1,)+P; (28)
Wstawiajac (27) do (24), uzyskamy
~H'Q;'d+H/Q,'H/t, +H/Q,'H,t, = 0 (29)
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Stad
E1 = (H1TQ171H1 )71 HlTQ;1 (a - Hziz) (30)

Wstawiajac zaleznos¢ (27) do réwnania (25) oraz dokonujac
przeksztalcen macierzowych [6], otrzymamy

-1
Q. -HIQ (1, -1, (HIQ'H,) 'HQ') (1)
Poniewaz [6], H}A = (Ip @i )éR, stad

£, =(Q,H,)" [Qsa (1, ®37 )an} (32)
Wstawiajac rownanie (32) do zaleznosci (30), otrzymamy
i =(H/Q'H,) H/Q'
{[I ~H,(QH,)'Q, [d+H, (Q.H,) (1, ®3 )aR} (33)

Przedstawione zaleznosci (22), (23), (27), (28), (31), (33),
(34) umozliwiajg obliczenia nastgpujaca procedurg iteracyjna:

Krok 1 (j = 0): obliczenie estymatora parametrow modelu
t= [f, t, JT tradycyjna metoda NK

PRZYKLAD PRAKTYCZNEGO ZASTOSOWANIA

W celu zbadania wlasciwosci praktycznych MTLS dokona-
no analiz empirycznych wykonanych na wartos$ciach przemiesz-
czen pionowych nabrzeza kanatu portowego. Podczas wyzna-
czania przemieszczen, w tym takze przemieszczen pionowych
na obszarach portow, mozliwe jest zastonigcie lub zniszczenie
punktu w trakcie eksploatacji nabrzeza. Niedogodnos$ci te moga
wynika¢ z procesu sktadowania kontenerdéw (na przyktad rys. 2).

Proces modelowania matematycznego przemieszczen pio-
nowych nabrzeza, traktowanego jako bryfa sztywna, moze by¢
w takich sytuacjach wykorzystany takze do predykcji prze-
mieszczen punktow niewidocznych.

W dalszych analizach wykorzystano dane przedstawione na
szkicu w pracy [6] (str. 130) oraz map¢ uzyskang z serwisu in-
ternetowego ,,Google Maps” [15]. Kompilujac powyzsze dane,
przedstawiono schematycznie lokalizacje i numery kontrolowa-
nych punktéw nabrzeza ukazane na rys. 3 (zrzut z ekranu). Dane
te wykorzystano w obliczeniach numerycznych.

W tabl. 1 przedstawiono wspotrzedne plaskie X, Y, punktow

kontrolowanych, jak rowniez uzyskane przemieszczenia piono-
wed,, [6] (str. 137).

Tabl. 1. Wspolrzedne plaskie X i Y oraz przemieszczenia d

[:g:] = [[H] JH,] P, ELDI [H,H,] Pd  (34)
Krok 2 (=1, ..., k, k—liczba iteracji):
Q" = ((ng-”)T ®L)PR (i ®1,)+P; =
= (E¢) P (EY )+ P,
Q= ui (@) 1, -m (wr () ) B Q) -
() (o) ) i o)
@ (mr (@) 1) wi(er)’
{[I ~H,(QH,) Qg”}& +H,(QV'H,) (1, @47 )z;{'l)}
W -(Qn,)" | QVd-(1, 01" )5 " |

A0 — _(Ql—l )”) (& ~HE - Hzf(z"))

!—l‘;f) =P, (f(;‘) ®I, );‘y) - E;{/)

&V = Pai(/’) (35)
ﬁ/‘) _ 35,/‘*1)
f(zz) _ f(zj_l)

E; =E{" (36)

Krok 3: Proces iteracyjny konczy sie dla takiego j = k, gdy

PNOBENC

INCINC! ) . . .
“ ’ A t, —t, H< 1, (gdzie: T, — przyjete a priori

1 _tl “< T

doktadnosci obliczen numerycznych).

punktéw kontrolowanych

Nr punktu - ] Smm) | o)
261 663,567 671,651 -0,3 -10
263 636,458 638,269 -0,3 -3
265 633,857 617,647 -0,6 -19
267 666,153 590,908 0,7 -7
271 664,589 543,014 0,4 -15
275 663,052 495,062 0,5 -2
279 661,478 447,076 0,4 4
283 659,944 399,100 0,8 8
287 658,389 351,024 0,6 -22
291 656,814 303,070 0,7 -
295 655,286 255,300 0,8 0
297 654,576 233,069 0,7 4

Obliczenia numeryczne wykonano w dwoch wariantach:

— wariant | — wykorzystano wyniki zamieszczone w pracy
[6 (str. 137)],

— wariant II — dokonano symulacji wybranych warto$ci
przemieszczen pionowych.

Do obliczen

przyjeto

P; =diag(l,..,1), Py = diag(l,..,1).

diagonalne

macierze wag:
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Google

Rys. 3. Lokalizacja i numery kontrolowanych punktow nabrzeza [6 (str. 130), 15]

Tabl. 2. Poprawki  oraz 9., 9, uzyskane z obliczen wariantu I

SMNK MTLS

Numer Poprawki Poprawki Poprawki Poprawki

punktu 8 [mm] Sfmm] | 8, fmm] | 3§, [mm]
261 0,399 0,399 -0,010 0,000
263 -0,177 -0,178 0,004 0,000
265 0,104 0,104 -0,002 0,000
267 -0,368 -0,368 0,009 0,000
271 -0,003 -0,003 0,000 0,000
275 -0,038 -0,038 0,001 0,000
279 0,127 0,127 -0,003 0,000
283 -0,208 -0,208 0,005 0,000
287 0,058 0,058 -0,001 0,000
295 -0,012 -0,012 0,000 0,000
297 0,118 0,118 -0,003 0,000

Realizujac algorytm obliczen, uzyskano w wariancie I naste-
pujace wyniki (tabl. 2).

W tabl. 2 przedstawiono otrzymane warto$ci poprawek 5 do
przemieszczen pionowych. Latwo zauwazy¢, ze w obu analizo-
wanych metodach (SMNK i MTLS) wielkosci poprawek & sa
identyczne. Natomiast warto$ci poprawek 3  do wspotrzednych
X naleza do przedziatu <-0,010 mm; 0,009 mm>. W analizo-
wanym przyktadzie mozna stwierdzi¢, ze sa one nieistotne. Po-
prawki 3, sa do wszystkich punktow rowne zero. Mozna zatem
przyja¢, ze w wariancie I do uzyskania prawidlowych obliczen
wystarczy wykona¢ estymacje SMNK.

Uzyskane z obliczen warto$ci parametrow a,, a,, a, warian-
tu I przedstawiono w tabl. 3.

Tabl. 3. Wartosci parametréw t wariantu I

Parametry SMNK MTLS
a, -14,3099 [mm] -14,3043 [mm]
a, 0,0239 [mm/m] 0,0239 [mm/m]
a, -0,0021 [mm/m] -0,0021 [mm/m]
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Wykorzystujac otrzymane wartosci parametrow a,, a,, d,,
mozemy dokonac predykcji przemieszczenia pionowego punk-
tu 291. Poniewaz punkt nr 291 ma wspotrzgdne X = 656,814 m,
Y =303,070 m, uzyskamy (d,, = a, +a, X, +a,Y)

d,,, =-14,3099+0,0239-656,814-0,0021-303,070 =0,75 mm

Natomiast rzeczywista, podana w tabl. 1, wielko$¢ prze-
mieszczenia punktu 291 wynosid,,, = 0,7 mm. Stad otrzymany
btad predykcji wynosi € = 0,05 mm.

Komentujac wyniki przedstawione w tabl. 2, zauwazamy, ze
obie metody (SMNK i MTLS) pozwolity na uzyskanie podob-
nych wynikéw estymacji. Niewielka rdznica dotyczy jedynie
parametru a, sugerujac pewne przesunigcie plaszczyzn opty-
malnych o wartos$¢:

—-14,3099 + 14,3043 = -0,0056 mm.

Wyniki obliczen wariantu II zestawiono w tabl. 4.

Tabl. 4. Poprawki doraz QX, f}Y uzyskane z obliczen wariantu I1

SMNK MTLS

Numer Poprawki Poprawki Poprawki Poprawki

punktu 6 [mm] 6 [mm] 9 [mm] 9y [mm]
261 0,385 0,389 -0,037 0,009
263 -8,398 -8,480 0,809 -0,204
265 7,849 7,926 -0,756 0,190
267 -0,428 -0,432 0,041 -0,010
271 8,574 8,658 -0,826 0,208
275 -3,420 -3,454 0,329 -0,083
279 -8,417 -8,499 0,811 -0,204
283 -11,402 -11,522 1,099 -0,277
287 19,597 19,788 -1,888 0,478
295 -0,399 -0,403 0,038 -0,010
297 -3,933 -3,971 0,379 -0,095

Komentujac uzyskane wartosci 8, nalezy stwierdzi¢, ze ist-
nieja niewielkie réznice pomigdzy obiema metodami. Wartosci

A A

bezwzglednych roznic ‘SSMNK —SMTLS‘ naleza do przedziatu
<0,038 mm; 0,191 mm >. Najwigksza rdznica jest pomigdzy
poprawkami obliczonymi dla punktu 287, natomiast najmniej-
sza dla punktu 297. Warto$ci poprawek g ol QY do wspotrzed-
nych X i Y sa juz bardziej widoczne niz te uzyskane z wa-
riantu 1. Poprawki do wspoétrzednych X naleza do przedziatu
<-1,888 mm; 1,099 mm >. Natomiast poprawki do wspotrzed-
nychY przyjmuja wartosci z przedzialu<-0,277 mm; 0,478 mm>.

W tabl. 5 przedstawiono otrzymane z obliczen wartosci pa-
rametrow a,, a,, a,.

Tab. 5. Warto$ci parametréw t wariantu 1T

Z danych przedstawionych w tabl. 5 wynika, Ze stosujac za-
rowno SMNK, jak i MTLS, uzyskano takie same wartosci para-
metrow estymowanego modelu przemieszczen pionowych.

POSUMOWANIE

W niniejszej pracy przedstawiono problematyke modelo-
wania przemieszczen pionowych z wykorzystaniem MTLS.
Teoretyczne rozwazania uzupetniono przyktadem praktycznego
zastosowania zrealizowanym w dwoch wariantach. Wariant I to
estymacja oparta na rzeczywistych wynikach przemieszczen
pionowych. Natomiast w wariancie II dokonano pewnej mo-
dyfikacji wynikow przyjetych w wariancie 1. Podsumowujac,
nalezy stwierdzi¢, ze w przypadku matych (na przyktad takich
jak w wariancie I) warto$ci przemieszczen pionowych zardw-
no przy zastosowaniu SMNK, jak i MTLS, otrzymano te same
wyniki. Stad wniosek ogdlny, ze dla matych przemieszczen
pionowych modelowanie catego obiektu inzynierskiego trakto-
wanego jako bryta sztywna mozna wykona¢ SMNK. Natomiast
w sytuacjach wigkszych warto$ci przemieszczen pionowych (na
przyktad takich jak w wariancie 1) modelowanie powierzchni
obiektu inzynierskiego powinno by¢ realizowane z wykorzysta-
niem MTLS. Uzasadnieniem tego stwierdzenia sg pojawiajace
si¢ w wyniku estymacji poprawki do wspotrzednych ptaskich X
i Y punktéw kontrolowanych. OczywiScie wowczas, gdy w pro-
cesie modelowania przemieszczen pionowych wykorzystujemy
wspoélrzedne X oraz Y wystepujace na przyktad w funkcjach
wielomianowych.

Otwartym zagadnieniem pozostaje problem ustalenia granic
przedzialu dopuszczalnego, po przekroczeniu ktérego w obli-
czeniach nalezy zastosowa¢ MTLS. W tym celu nalezy przepro-
wadzi¢ szereg badan zwtaszcza empirycznych realizowanych na
ro6znych obiektach inzynierskich i zbiorach danych.

Analizowana problematyka moze znalez¢ zastosowanie
takze w procesie modelowania przemieszczen poziomych oraz
pionowych uzyskanych z opracowania wynikéw obserwacji
wykonanych w ramach naziemnego i lotniczego skaningu lase-
rowego, jak rowniez z uzyciem dronéw (powietrznych, nawod-
nych oraz podwodnych).
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